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Sintesi

Il lavoro svolto in questa tesi ha come obiettivo principale la valutazione di
derivati finanziari. Con il termine derivato intendiamo un qualsiasi prodotto
finanziario il cui valore dipenda da quello di un qualsiasi altro bene quotato
sul mercato (bene sottostante).

Il modello classico e piu rilevante della letteratura finanziaria, il Model-
lo di Black-Scholes, ¢ basato sull’assunzione che il prezzo di tali beni segua
un processo di tipo diffusivo, in particolare il moto Browniano Geometri-
co (GBM), in cui il termine di drift e la volatilitd sono assunte come delle
costanti deterministiche. Studi empirici hanno pero evidenziato come il prez-
zo dei beni cosi come i tassi di interesse possano avere un comportamento
discontinuo, presentando nel tempo dei salti che non possono essere colti da
un modello di tipo solo diffusivo. Il modello Black-Scholes fallisce, dunque,
nel riflettere la variabilita stocastica dei parametri osservati nel mercato.

E emerso sempre di pii1, quindi, I'interesse nella ricerca di un modello che
meglio riflettesse 'aleatorieta del mercato, in cui i parametri fondamentali
del prezzo dei beni rispondessero ai movimenti di quest’ultimo. Una possi-
bile formulazione é quella dei modelli Regime-Switching in cui i parametri del
bene, dipendono dai "regimi” di mercato che variano saltando tra un numero
finito di possibili stati. In questo contesto quindi la dinamica del prezzo dei
beni puo essere modelizzata da un Processo di diffusione, i cui parametri pos-
sono cambiare in modo casuale assumendo tipicamente un numero finito di
valori. Per descrivere la dinamica dei regimi economici, ¢ possibile utilizzare i

cosiddetti Processi di punto marcati, i quali servono a modellizzare eventi che



variano in modo aleatorio a tempi casuali. I vari modelli del prezzo dei beni
che analizziamo sono applicati ad un modello di mercato Cross-Currency,
cioé un modello in cui sia possibile non solo investire nel mercato domestico,
ossia in prodotti finanziari (quali bonds, azioni e derivati) quotati nel paese
in cui risiediamo, ma anche all’estero. Ogni operazione di mercato dovra
dunque tener conto anche del tasso di cambio X; tra la valuta estera e quella
domestica, che viene tipicamente modellizzato come soluzione di un’oppor-
tuna equazione differenziale stocastica. Nel dettaglio il lavoro € organizzato

nel modo seguente:

nel Capitolo 1, introduciamo i processi di punto marcato per descrivere
I’evoluzione dei regimi di mercato. Questo ci permette di definire i processi
di diffusione con salto per la cui comprensione richiamiamo le nozioni base
dell’analisi stocastica generalizzando i risultati fondamentali che ereditiamo
direttamente dallo studio dei modelli diffusivi, quali il Teorema di rappre-
sentazione delle martingale Browniane, il Teorema di rappresentazione di

Girsanov, e la formula di I[to. Cominciamo con il dare la seguente definizione:

Definizione 0.0.1. Sia (E, £) uno spazio misurabile, si definisce un processo

di punto E-marcato una sequenza (7},,Y,), -, dove:
(i) T, € un processo di punto (univariato);
(ii) Y, € una sequenza di variabili aleatorie a valori in E.

Entrambi T, e Y,, sono definiti su uno stesso spazio di probabilita
(Q,F, P).
Per processo di punto univariato intendiamo una sequenza di variabili aleato-
rie non negative
0="Ty<Ti <Ty < ..

che supponiamo non esplodere ossia

T, =1lim 17T, =+00 q.c.



dove T, ¢ il tempo in cui avviene I'n-esimo evento mentre Y,, rappresenta un
suo attributo. Un’altra possibile rappresentazione per il processo di punto

T,, si ottiene considerando il processo di conteggio o di punto N, associato
Ny=nsete[l,,Thi1),n>0

0, equivalentemente

Nt = Z 1{Tn§t}7

n>1
il quale conta il numero di volte in cui ¢ avvenuto I’evento fino al tempo ¢
compreso. Se dotiamo (2, F, P) di una filtrazione F;, supponiamo che N; sia

F;-adattato. Il processo N; che consideriamo é un processo di Poisson se

(ii) N; & un processo ad incrementi indipendenti, ossia N; — Ny é indipen-
dente da F, Vs < t;

(iii) Ny — N; ¢é una variabile di Poisson di parametro Ag ;.

Generalmente si prende A, = fst Audu dove )\, € una funzione deterministica
detta intensita del processo di Poisson N;. In particolare se F; é la filtrazione
generata da Ny, ossia F; = FN = o(N,;s < t), e \; = 1, allora N; ¢ chiamato
processo di Poisson standard.

A volte puo essere utile considerare 'intensita nella forma A\, = f(¢,Y}),
per una qualche funzione misurabile non negativa f e per qualche processo
misurabile Y;; in questo caso si richiede che \; sia Fy- misurabile, i.e ?ZO C Fo,
e N, ¢ chiamato processo di Poisson doppiamente stocastico. E possibile

dimostrare che .
0

¢ una JF;-martingala.
Ritornando alla definizione di processo di punto marcato, quest’ultimo induce

una misura (misura di conteggio) da (2,F) in ((0,00) X E, B, ® &),
p((0,1],A) = Ny (A), perogni A€,
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la quale é o-finita grazie all’ipotesi di non esplosione di N, in cui

N (A) = g, <nlpnea
n>1
¢ il processo di conteggio associato. La misura di conteggio p (dt,dy) e la
sequenza (T,,,Y,,) possono essere identificate ed entrambe sono chiamate pro-
cesso di punto E-marcato. QQuesta misura oltre a rappresentare il processo

ci permette di dare un significato all’integrale

t Ny
/ / H(87y>p(d87dy) - ZH(TmYn) 1{Tn§t} = ZH(TmYn) )
0 E =1

n>1 n=

e di definire quindi, un processo di diffusione con salto come soluzione del-

I’equazione

do(t) =a(t7) (mtdt + B dWy + /EV (t,y)p (dt, dy)) ) (0.0.2)

dove m, 3 e ~ soddisfano le condizioni implicite di regolarita affinché I’e-
quazione differenziale stocastica abbia una soluzione. Molti modelli di questo
tipo sono stati proposti nella letteratura finanziaria per superare i limiti osser-
vati del modello di Black-Scholes. Nel nostro caso, per affrontare il problema
della valutazione di un derivato di tipo europeo, assumiamo come dinamica

del prezzo del bene sottostante il processo soluzione dell’equazione
dSy =Sy (u(t, oo (t)) dt + o (¢, a (1)) dW)

dove nel nostro caso « (t) & una catena di Markov con spazio degli stati finito
M e matrice generatrice Q = (¢;;). Questa puo essere rappresentata come

un processo di punto marcato p (dt, dy) con

E=A{(i,j):i,j € M,i#j},

dov (t) = [E 5 () p (dt, dy)



cono (7,,,Y,) =0 ((¢,5)) = j—i. Lacoppia (i, j) rappresenta il salto avvenuto

al tempo T,,; p il processo di punto E-marcato con intensita

Ata(t7) dy) dt = | D disLae =i (dy) | dt,
i#]

dove ¢, denota la misura di Dirac nel punto y. Possiamo pensare a A come
la probabilita di saltare da i a j nellintervallo di tempo [¢,t + dt], sapendo
che la catena parte da i (a (t7) = 7).

Osserviamo che generalizzando i risultati inerenti a un processo di punto,
se supponiamo che per ogni A € £ il processo N; (A) abbia come intensita
At (A), dove A (w,dy) € una misura da (2 x [0,00),F® B,) in (E,§) e se
poniamo

q(ds,dy) = p(ds,dy) — X (dy) ds,

questa risulta essere una martingala nel senso che

/Ot/EH(w)q(ds,dy)

é una F;-martingala per ogni processo H F;-predicibile E-marcato. Risulta
di fondamentale importanza ’estensione dei seguenti risultati ben noti per i
processi di diffusione, al caso in cui oltre a un moto browniano, sia presente

anche un processo di punto.

Teorema 0.0.2 (Rappresentazione delle martingale (Cf. [14])). Dato

un Moto Browniano Wy e un processo di punto marcato p(dt,dy), sia
Fi=0{Wsp((0,s],A),B;0<s<t, Ac& BeN}

con N la collezione degli insiemi di P-misura nulla di F. Allora ogni (P, F)-

martingala locale My ha la sequente rappresentazione

M, = My + / DV, + / /E H (5,) (p (ds, dy) — A (dy) ds)  (0.0.3)

dove ¢y ¢ un processo predicibile e di quadrato integrabile e H & un processo

Fi-predicibile E-marcato, integrabile rispetto a ;.



Teorema 0.0.3 (Formula di Ito generalizzata (si veda Cf. [21])). Sia
a (t) un processo che soddisfi l'equazione (0.0.2); data una funzione F (t,a) €

C12, essa ammette il sequente differenziale stocastico

dF (t,a(t)) = Fy (1) dt + F, (+) o (t) mydt + %Fw () (t)? B2dt+

+ Fo (1) a(t) BudWy + [F (t, o (87) (L+ 7 (5, Y2)) — F (t,a (t7))] dN,.
(0.0.4)

dove, ancora, Ny = Ny (E) = p((0,t], FE); () sta per (t,a(t)); i pedici in F

indicano le derwate parziali.

Teorema 0.0.4 (Girsanov Cf. [3]). Sia p(dt,dy) un processo di punto E-
marcato, su un intervallo finito [0, T, con intensita X (t,dy) dt, 6, un processo
m-dimensionale Fi-predicibile, e ® = ® (w,t,y) > 0 una funzione P (F;) @
&-misurabile tali che, P-q.c e per ogni t € [0,T],

t t
/ 10, ds < o0; / / O (s,y) A(s,dy)ds < 0.
0 0o JE

Defintamo il processo L come
t 1 t

log L :/ 0, - dW, — —/ 10,]? ds+
0 2 Jo

+/Ot/Elog<I>(8,y)p<ds,dy)+/Ot/E(1—q)(s,y))k(sydy)ds,

0, equivalentemente

AL, = Ly - dW, + L, /E (® (1) — 1) {p(dt,dy) — A (t,dy) dt}, Lo—1,
e supponiamo che ¥t € [0, T

Ep L] = 1.
Allora deve esistere una misura di probabilita Q) su F equivalente a P con

tale che



(i) abbiamo
AW, = 0,dt + dW2,

dove WtQ e un Q-Moto Browniano.

(11) 1l processo di punto p ha come Q-intensita
Aq (t,dy) = @ (t,y) A(t,dy) .

Inoltre ogni misura di probabilita () equivalente a P ha la struttura di cui

s0pra.

Nel Capitolo 2 consideriamo il problema di valutazione di derivati su un
sottostante quotato in un’altra moneta, noti come derivati cross-currency,
all’interno del classico modello Black-Scholes, come proposto nel lavoro di
Garman e Kohlhagen in Cf. [9].

Nello specifico, il modello che esaminiamo € definito su uno spazio di proba-
bilita (2, F, P) su cui sono definiti tutti i processi considerati e dotato della

filtrazione naturale J;. Il modello di mercato é costituito dai seguenti beni:

dB¢ = ryBldt, Bi=1, Vtecl0,T] (0.0.5)
dB] =r;Bldt, Bj =1, vtelo,T], (0.0.6)

dove Bf e Btf sono i due beni privi di rischio e rappresentano, rispettivamente,
il valore al tempo ¢ di una unita di investimento su un conto domestico e
estero, espresso, rispettivamente, in unita di valuta domestica e estera; Xy,
il tasso di cambio, indica il prezzo domestico al tempo ¢ di una unita di
valuta estera; ry e ry sono numeri reali non negativi noti e costituiscono
rispettivamente il tasso di interesse domestico e estero privo di rischio; T' €
un tempo fissato e rappresenta 'orizzonte temporale; u € R é una costante

nota come termine di drift; o > 0 & una costante detta termine di diffusione



o volatilita. E utile osservare che utilizzando la formula di Ito, I'equazione
(0.0.7) ha come soluzione

2
X, = Xgexp [(u - %) t+ aWt] : (0.0.8)

da cui segue che il processo X; ha una legge lognormale ossia

2
InX, ~ N (lnX0+ (,J— %) t,a%) .

Il nostro principale obiettivo ¢ quello di stabilire una formula di valutazione
esplicita per i vari tipi di opzioni su azioni domestiche e estere che andia-
mo a considerare. Nel dettaglio, ci occupiamo di opzioni call. In generale
un’opzione call & un contratto tra due controparti che assumiamo rispettiva-
mente in posizione long ed in posizione short. L’investitore che assume una
posizione long rispetto alla call, é colui che acquista 'opzione al tempo t < T’
e si assicura il diritto a comprare una specificata quantita di bene (bene sot-
tostante), per esempio una unita, in una data futura T' (maturita), al prezzo
K (prezzo strike), deciso al tempo t. L’'investitore che assume una posizione
cosiddetta short ¢ invece colui che vende 'opzione al tempo ¢t < T, ad un
determinato prezzo e con il guadagno ricevuto cerca di attuare una strategia
di copertura, ossia una strategia finanziaria che gli permetta di poter onorare
il contratto al tempo T'.

In questo contesto lasciamo da parte il problema della copertura, sofferman-
doci su quale debba essere il ’giusto’ prezzo o valore dell’opzione in ogni

istante. Le opzioni call tipicamente considerate in letteratura, sono:

e Opzione call sul tasso di cambio X; che compra una unita di valuta

estera ad un prezzo K espresso in valuta domestica, il cui payoff &
Cf = (Xp — K)";

e opzioni su un bene quotato all’estero il cui prezzo ¢ Stf , trattate rispet-
tivamente, in valuta estera e domestica. Nel primo caso il prezzo strike

é espresso in valuta estera e il payoff dell’opzione in valuta domestica &

CL = Xy (sgi—Kf)+,
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nel secondo ¢ espresso in valuta domestica e il payoff ¢
+
C = (sfxr - K*) .

Altre tipiche opzioni che & possibile valutare in questo contesto sono le opzioni
"Quanto”, su un titolo estero, in cui viene pero fissato il tasso di cambio: esse
hanno dunque payoff
5 _ v (of _ef)t
3 =X (sT K ) ,
e le opzioni con payoff
Cr = (Xr — K)" 57

Nel valutare queste opzioni, seguiamo 'approccio standard della valutazione
neutrale verso il rischio; ossia, grazie al Teorema di Girsanov, costruiamo
un adeguato spazio di probabilita in cui il processo di prezzo scontato del
bene sottostante ¢ una martingala; questo spazio di probabilita ¢ usualmente
chiamato mondo neutrale verso il rischio e la misura di probabilita associata
¢ denominata misura neutrale al rischio o di martingala equivalente. Pro-
viamo quindi che esiste una misura di probabilita P*, su (2, Fr) (misura di
martingala domestica), equivalente a P, sotto cui il processo X}

_ BlXx,

Xi="pi = e, (0.0.9)

che rappresenta il valore di una unita di investimento su un conto estero, con-
vertito in valuta domestica e scontato con B¢, ¢ una martingala. Applicando

la formula di Ito si puo vedere che X ¢ soluzione di

affinché X} sia una martingala dobbiamo fare in modo che il termine di
drift si annulli. Cio é possibile attraverso un opportuno cambio di misura,
ottenuto tramite il classico Teorema di Girsanov. Sotto la nuova misura il

tasso di cambio X; € soluzione dell’equazione
dXy = Xy [(rg — ry)dt + odW]].

9



A questo punto definendo una classe di strategie finanziare ammissibili, ri-
caviamo il prezzo dell’opzione come il valore atteso, sotto la nuova misura,

del payoff dell’opzione scontato
C(t,T,Z)=Ep- [e"TVZ|F,],

dove Z rappresenta il payoff dell’opzione ed é una variabile aleatoria non
negativa e Fp-misurabile. In particolare nel caso di un’opzione sul tasso di

cambio, con payoff quindi
7 =(Xr—K)",
il valore esplicito del prezzo € dato dalla formula di Black-Scholes

c(t,T,X;) = Xe "IN [hy (X3, T — t)] — Ke 74T DN [hy (X, T — )]
(0.0.10)
dove N é la funzione di distribuzione di una Gaussiana standard, e
In(z/K)+ (rg —rp £ 302)t

oVt

Allo stesso modo si ottengono formule esplicite per gli altri tipi di opzione.

hl,g (ZL‘, t) =

(0.0.11)

Nel Capitolo 3 affrontiamo il problema della valutazione di vari tipi di
opzioni cross-currency nel modello regime-switching, in cui il processo di
cambio X; tra valuta domestica e estera, ¢ formulato come un moto Brow-
niano geometrico, dove pero, sia il termine di drift che la volatilita dipendono
da una catena di Markov a tempo continuo con spazio degli stati finito. Il

modello di mercato considerato ¢ quindi:

dB/ = Blrpdt, Bl =1 vte|0,T],
dBY = Blrydt, Bi=1 Vvtel0,T],
dXy = Xi [fa@dt + 0y dWi]

do (1) = / 5 (t. ) p (dt, dy)

10



dove Bf B rappresentano i valori dei beni privi di rischio rispettivamente nel
mercato estero e domestico, con « () la catena di Markov a tempo continuo
con spazio degli stati M = {0,1}. II termine di drift s, e la volatilita o)
sono noti ad ogni istante della catena, cioé¢ quando « (t) = 0, fia@)y = Mo,
Ta(t) = 00, CON [ig € 0g noti; al contrario se a (t) = 1, pa@) = 1, Ta@) = 01,

con y; e o1 noti. Assumiamo che il generatore della catena sia dato da

Q= o o Xo. A > 0
)\1 _)\1 y 0, N1 )

a(t) & quindi un processo di punto marcato, con £ = {(0,1),(1,0)} e

intensita

At o (t7) ,dy) = Xolia@-)=o03€o,1) (dy) + M1ga—)=11€a0) (dy) .

Tutti i processi che abbiamo introdotto, sono definiti su uno stesso spazio di
probabilita (2, F, P) dotato della filtrazione F; generata dal moto Browniano

e dalla catena di Markov

Fr=oc{(a(s),W);0<s<t}.

La tecnica di valutazione neutrale al rischio, mediante 1'uso del teorema di
Girsanov esteso ai processi di punto marcati, permette di ottenere 1’esistenza

di una misura P* equivalente a P sotto cui il processo X;
XF = e(rf—rd)tXb
¢ una martingala. Sotto tale misura il processo di cambio X; ¢ soluzione di
dXy = Xy [(ra —rp) dt + o0 dW)] (0.0.12)
e vale il seguente teorema (si veda Cf. [20])

Teorema 0.0.5. Sotto il modello descritto da (0.0.12), il prezzo al tempo t,
espresso in valuta domestica, di un’opzione call Europea con maturita T e

prezzo strike K (espresso in valuta domestica) é:

c(t,T,2,i) = Ep« [e7" T (Xp - K)" | X, = 2,a(t) =i] i=0,1

11



In particolare per t =0 avremo

c(0,T,z,i) = Ep« [e7"" (X —K)" X =z,a(0)=1i] = (0.0.14)
+°° 1 _ (y=m(u)?
=e "t / —e 202w dy f; (u, T') du,
2102 (u)
dove
y~ N (m(u),o (),
con
2 2 2
o1 91 99
— —re— 2\ T N —— 0.1
m (u) (rd Ty 2) —I—u(2 2> (0.0.15)
o® (u) =To} +u(of — 7). (0.0.16)
k=K/z, e

fo(u, T) = e 16, (T — u) +

T 12
4 e~ MT i—o)u (L\ N ﬂ Jy (2 (AoATu — /\0/\1u2)1/2> +
0A1

‘I’)\OJO (2 ()\0)\1T’LL - /\0/\1u2)1/2>> s (0017)

f1 (U, T) = 6_)\1T(50 (T - U) +

~1/2
4 eMTa=Ro)u ({m] i <2 (Ao Tu — >\o)\1u2>1/2> +

+21d (2 QoM T = dod?) ) ) (0.0.18)

dove J, (z) ¢ la funzione di Bessel

T (2) = i (1) (/2™ (0.0.19)

' ?
“nll'(a+n+1)
sono le funzioni di distribuzione del tempo di soggiorno della catena nello
stato 0, partendo da 0 e 1 rispettivamente.

Osservazione 1. Quando oy = o1, m (u) e 0 (u) non dipendono da u e le-
quazione ricavata si riduce alla classica formula di Black-Scholes per le opzioni

Europee. U

12



Nel caso particolare di una catena di Markov a due soli stati, ¢ dunque
possibile ottenere una formula analitica esatta, grazie al calcolo delle fun-
zioni di distribuzione dei tempi di occupazione della catena nei due stati,
come in Cf. [20] e poi ripreso in Cf. [12|. La generalizzazione a catene di
Markov con pitt di due stati non sembra permettere una soluzione analitica
dello stesso tipo. E dunque necessario prendere in considerazione tecniche
di tipo numerico per la valutazione del prezzo del derivato. Presentiamo
dunque 'approccio proposto in Cf. [23], per semplicita ristretto al caso di
una catena di Markov a due soli stati, basato sulla trasformata di Fourier
del valore dell’opzione e che permette I'uso dell’algoritmo FFT (Fast Fourier
Transform). Percorrendo questa strada, occorre determinare la trasforma-
ta di Fourier del prezzo delle opzioni di interesse: in particolare nel caso di

un’opzione sul tasso di cambio riscriviamo il prezzo dell’opzione come
C (k) = zEp~ [e”"dT (e — ek)+‘ a(0) = z} : (0.0.20)

avendo posto k = In (K/x) con Xy =z, e

t 1 t
S, = / (rd —7rf— 5(’2(3)) ds + / Ta(sydW5. (0.0.21)
0 0

Poiché C' (k) non decade a 0 per k che tende a —oo, non possiamo prendere
direttamente la sua trasformata di Fourier, introduciamo quindi un termine
esponenziale aggiuntivo, in modo da rendere la funzione di quadrato integra-
bile rispetto a k nell’intervallo (—oo, +00), dove la trasformata di Fourier ¢

ben definita. Definiamo la funzione modificata del prezzo come

c(k) = epk%, —00 < k < o0, (0.0.22)
T

dove p > 0 & un numero specificato. Da qui, condizionando a F% la o-algebra
generata dalla catena di Markov « (), per 0 < t < T, rispetto alla quale
sappiamo che S ¢ una gaussiana di media (Ly — (1/2) Vr) e varianza Vr
con .
2
Ly = (ra—r)T, Vi— /0 02 . (0.0.23)
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e calcolandone la sua funzione caratteristica, otteniamo la trasformata di

Fourier del prezzo ¢ (u)

W (u) :/ ke (k) dk =
B 1
Pt - +i(142p)u

exp (B (u) T)Ep- {exp (iA (u,0) Tp) },

in cui T ¢ il tempo totale tra 0 e T in cui la catena ¢ stata in 0, B (u)
e A(u,0) funzioni deterministiche. A questo punto, calcolando la funzione
caratteristica dei tempi di occupazione di una catena di Markov a due stati, si
giunge ad una formula esplicita per la trasformata di Fourier. Infine, la teoria
dell’analisi di Fourier ci permette di ricavare il prezzo dell’opzione modificato

in funzione di ¢ (u), attraverso la formula di inversione (si veda Cf [5])

c(k) = L /_OO e~k (u) du = 1 /000 Re {e "¢ (u) } du,

2 J_ m

da cuil

C(k)= ek L /000 Re {e"™ ¢ (u) } du.

0
Cio fornisce, grazie all’algoritmo (FFT), un efficiente metodo di calcolo,
a meno di un errore dovuto all’approssimazione numerica del prezzo del-
I'opzione. In seguito, utilizzando gli stessi argomenti, con le modifiche del

caso, affrontiamo il problema del calcolo del prezzo di opzioni con payoff:
2 f A\ 7" &f N
02 = (STXT K ) — (ST K ) , (0.0.24)

dove Sf ¢ il prezzo del bene sottostante formulato in un caso come un mo-
to browniano geometrico con termine di drift e volatilita costanti (modello
Black-Scholes), nel secondo caso facendo invece l'ipotesi che esso stesso segua
un modello regime-switching, in cui sotto un’assegnata misura neutrale al

rischio (domestica), X; e S; siano soluzione rispettivamente di

dXt = Xt [(Td — Tf) dt + O-a(t)th}
dsf = 5! [(r; = oawoow) dt + oowd W] ,
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dove W; e W, sono moti browniani indipendenti, v e # catene di Markov

indipendenti con spazio degli stati in {0, 1}:

Ea:E9:{<i)j) Z,jzo,l,l#]}

da(t)= [ (t,y)pa(dt,dy) dO(t)= | (L y)pe(dt,dy)

Eq Ey
con p, e py misure di conteggio con intensita

A (ta « (75_) ,d?J) = A5 L@ )=0y€0,1) (dy) + AT {0 )=13€00) (dY)
A0 (E7), dy) = Mloe-)-opeo,n) (dy) + A Lgae-)=13€1,0) (dy) |

con A§, AY, AJ, A >0.

Infine, nel Capitolo 4 riportiamo alcuni risultati numerici relativi al cal-

colo del prezzo di una generica opzione call

in un modello regime-switching in cui, sotto la misura di rischio neutrale,

I'evoluzione del prezzo del bene sottostante S (t) ¢ descritta dall’equazione
dS (t) =9 (t) [/,La(t)dt + Ua(t)th] s

con « (t) la solita catena di Markov, Ha(t) € Oq() costanti note ad ogni istante
della catena: fias) = fty € oy = 00 se @ (t) = 0, fa@) = M1 € Tap) = 01
altrimenti, ro il tasso di interesse privo di rischio: rqu) = ro se a (t) = 0,
ry altrimenti. Nel valutare I'opzione, vengono usati e messi a confronto pitu
metodi numerici. Descriviamo dapprima ’approccio della trasformata di
Fourier veloce (FFT) che prevede il calcolo analitico della trasformata di
Fourier del prezzo dell’opzione. Nello specifico tale approccio funziona in
questo modo:

se 1 (u) & la trasformata di Fourier del prezzo dell’opzione modificato, ab-
biamo

c(k)=— /00 e~k (u) du = ! /000 Re {e ™ (u) } du, (0.0.25)

—00



e dunque il prezzo dell’opzione &, in vista della (0.0.22),

Xo [~ ,
C (k)= e_pk—o/ Re {e""* (u)} du.
™ Jo
A questo punto, scegliendo una griglia per la variabile w, u; = jA, per

7=0,1,...,N — 1, e una per la variabile k

N
kl:<l—5)Ak, 1=0,1,...,N—1, (0.0.26)

si approssima l'integrale con le somme

A, [&E y

¢ (k) ~ —“Re {Z e~ WCT/N) giimy, (jAu)} . 1=0,1,...,N—1. (0.0.27)
T =0

avendo posto

2
AA, = Nﬂ (0.0.28)

Infine usando un metodo di Simpson adattato per 'integrazione numerica,

con la sequenza di pesi

% se 53 =0,
w(j)=1q 3 se je dispari, (0.0.29)
2 N .
5 se je¢ pari.
si ha:
A N-1
¢ (k) ~ —LRe {Z e~ IET/N) iy (G A,) w (j)} , 1=0,1,...,N—1.
T =

(0.0.30)
la quale non é altro che la trsformata di Fourier discreta della sequenza
{7 (jA,) w (j)}j.vz_ol, per il cui calcolo si applica il noto algoritmo FFT

(Fast Fourier Transform). Per testare questo metodo implementiamo:

(i) un algoritmo di simulazione Semi-Montecarlo basato sulla generazione
di una catena di Markov a tempo continuo, proposto in Cf. [17]. Per

fare questo basta osservare che per una data realizzazione della catena

16



di Markov « (t), 0 < ¢ < T, il corrispondente prezzo dell’opzione si puod
calcolare attraverso 'usuale formula Black-Scholes. Ricordiamo infatti
che

T
C(K)=F {exp <—/ ra(t)dt> (S(T) — K)+}
0
—E {E [e_foTTa(wdt (S(T) - K)*} ’ ola(t);0<t< T}} .
L’aspettazione condizionata ¢ data dalla formula Black-Scholes, cioé
E [e—ffwdt (S(T) - K)*[ ola(t):0<t< T}} -
= S(0) e Br=LDIN (dy (L, V) — Ke ™" N (dy (Lt, Vi),
dove
In(S(0)/K)+ Ly + (1/2) Vp
vV ’
d2 (LT7 VT) - dl (LT7 VT) Y/ VT:
Ly = T + Ty (o — 1)
RT :T1T+T0(’l“0 —7"1),
Vp =To} + T, (03 — crf) ,

dy (LT, VT) =

N (+) ¢ la funzione di distribuzione di una normale standard e Tj il
tempo totale tra 0 e T' in cui la catena si trova nello stato 0. Per
calcolare il prezzo numericamente, bisogna quindi generare un numero
sufficientemente grande @ di traiettorie « (), per ognuna di esse calco-
lare il tempo di soggiorno in 0 e il relativo prezzo C, (K), ed infine farne
la media empirica, la quale rappresenta appunto ’approssimazione del
prezzo dell’opzione.

Nello specifico, riportiamo anche 'intervallo di confidenza al 95%.

Un algoritmo per il calcolo della formula analitica esatta del prezzo
dell’opzione, ottenuta grazie al calcolo delle funzioni di distribuzione

dei tempi di soggiorno della catena di Markov (si veda Teorema 0.0.5):

O (K) = /0 ' Bs () f: (u, T) du, (0.0.31)

17



dove BS (u) &

BS (u) = S (0) e”Fr=ErD N (dy (L (u) , Vi (0))) +
— Ke BrN (dy (Ly (u), Vi (u)))

fi (u, T) la funzione di distribuzione del tempo di soggiorno in 0, sapen-
do che la catena é partita dallo stato 7, di cui abbiamo una formula
esplicita data da (0.0.17) e (0.0.18), di, d2, Ly (u), Rr (u) e V (u) le

funzioni definite sopra con u al posto di 7.

(iii) Un algoritmo per il calcolo della formula Black-Scholes per il prez-
zo dell’opzione, ottenuta fissando il tasso di interesse privo di rischio
Ta@ty = (ro +71) /2 := 1, lo stesso per il termine di drift e la volatilita,
per cui abbiamo pau = (o + 1) /2 == 1, 0oy = (00 +01) /2 1= 0,

dunque
C(K)=S5(0)e” " "IN (d) — Ke "N (dy) . (0.0.32)

con

_ (SO /K)+pT+ (/20T
4y — —= . dy=d; —oVT.

Riportiamo ora i risultati delle simulazioni numeriche; per le prime tre tabelle
si e scelto come insieme di parametri: S (0)=120, \g=2, \1=3, po=r0=0.05,
w=r1=0.1, 0¢p=0.5, 0;=0.3, quelle successive fanno riferimento invece al-
I'insieme S (0)=100, \g=3, \1=2, 0p=0.2, 07=0.1, pp=0.1, 1=0.3, 70=0.05,
r1=0.1. In entrambi i casi prendiamo, nel caso specifico dell’algoritmo FFT,
p = 1, Vampiezza della griglia utilizzata per £ A, = 0.01, il numero di
punti della griglia N = 2'2; utilizziamo 10000 replicazioni per ’algoritmo

semi-montecarlo.
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K Semi-MC (IC 95%) | Esatto | FFT BS
98.247 29.5549 (0.0262) | 29.5632 | 29.5626 | 28.7252
108.580 | 22.9611 (0.0410) | 22.9739 | 22.9735 | 21.7879

120 17.0032 (0.0527) 17.0194 | 17.0194 | 15.5710
132.620 11.9442 (0.0581) 11.9619 | 11.9618 | 10.3976
146.568 7.9304 (0.0559) 7.9476 | 7.9477 | 6.4365

Tabella 1: T=0.5.

K Semi-MC (IC 95%) | Esatto | FFT BS
98.247 35.8533 (0.0313) | 35.8504 | 35.8499 | 34.8884
108.580 | 29.9909 (0.0441) | 29.9861 | 29.9857 | 28.7494

120 24.4616 (0.0554) 24.4550 | 24.4550 | 22.9874
132.620 | 19.4160 (0.0635) 19.4082 | 19.4081 | 17.7815
146.568 | 14.9713 (0.0673) 14.9630 | 14.9631 | 13.2680

Tabella 2: T=1.

K Semi-MC (IC 95%) | Esatto | FFT BS
98.247 41.0689 (0.0305) | 41.0644 | 41.0639 | 40.0475
108.580 | 35.6567 (0.0419) | 35.6507 | 35.6504 | 34.3819

120 30.4355 (0.0525) | 30.4282 | 30.4282 | 28.9342
132.620 | 25.5112 (0.0612) 25.5027 | 25.5026 | 23.8291
146.568 | 20.9757 (0.0674) | 20.9665 | 20.9665 | 19.1740

Tabella 3: T=1.5.
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K Semi-MC (IC 95%) | Esatto | FFT BS
81.873 26.4928 (0.1199) | 26.4980 | 26.4978 | 27.5965
90.484 18.5356 (0.1110) 18.5409 | 18.5411 | 19.4129

100 10.7523 (0.0806) 10.7568 | 10.7568 | 11.1257
110.517 4.5499 (0.0317) 4.5517 | 4.5517 | 4.5023
122.140 1.2170 (0.0018) 1.2168 | 1.2168 | 1.1005

Tabella 4: T=0.5

K Semi-MC (IC 95%) | Esatto | FFT BS
81.873 37.0745 (0.2123) | 37.1479 | 37.1476 | 37.3741
90.484 29.3622 (0.2053) 29.4339 | 29.4341 | 29.4929

100 21.3689 (0.1832) 21.4340 | 21.4340 | 21.1912
110.517 | 13.7080 (0.1396) 13.7582 | 13.7583 | 13.2229
122.140 | 7.3202 (0.0804) | 7.3493 | 7.3493 | 6.7747

Tabella 5: T=1

K Semi-MC (IC 95%) | Esatto | FFT BS
81.873 48.3840 (0.2924) | 48.3581 | 48.3579 | 47.4785
90.484 40.8929 (0.2890) | 40.8659 | 40.8660 | 39.8610

100 32.9144 (0.2756) | 32.8867 | 32.8868 | 31.6720
110.517 | 24.7441 (0.2455) | 24.7177 | 24.7177 | 23.2685
122.140 | 16.9215 (0.1953) 16.8996 | 16.8996 | 15.3587

Tabella 6: T=1.5
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