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ANALISI
Esercizio 1. Poiché f'(x) = /7= > 0, la funzione ¢
monotona crescente. Dato che f”(x) = \/1_(1 é) ;‘)(2 D
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——=—= >0, f & convessa.
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f e limitata? Studiamo il suo comportamento vicino a 1:

la funzione /7= = \f

che é integrabile. Quzndz f si puo estendere per continuita fino
a1, pertanto (dal Teorema di Weierstrass) essa é limitata.

ha una singolarita di ordine § < 1,

Esercizio 2. f ¢ definita per x > 0. Riscriviamola come
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Studiamo la crescenza: la sua derivata vale

1 — pX
)= —= <0Vx>0
quindi f e monotona decrescente. Dallo studio della derivata
seconda,
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vediamo che f é concava.

Esercizio 3. Non ci sono le ipotesi per derivare sotto segno di
integrale: la funzione integranda non é equidominata
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e lintervallo di integrazione dipende da x. Posto allo-

ra g(z,w) = foz sin(wtz) dt, si ha f(x) =
f/(.X') Vg(x x) (1 1)) = Sm(x) + x l‘ZCOS(xt2 dt
[ tcos(xt?) dt. Poi

g(x,x) da cui
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Quindi f'(x) = Sm(x) 5121;(;’( ) = gs”;g*) e CY (non ¢ definita in

0, ma e ivi prolungablle ponendola uguale a 0), da cui f & C'.
Usando de I’'Hopital
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Esercizio 4. 1) f e deﬁmta per x # 0 ed essendo l'integrale
di una funzione dispari é pari.
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3) Prendiamo f = {

4) Per vedere che f ¢ Lipschitz basta mostrare che la sua
derivata e limitata.

_ ,sin(2x) 3 sin(x) _ 2sin(2x) — 4 sin(x)
fe) = 4x2 X2 4x2
4 sin(x) cos(x) — 4 sin(x) cos(x)
= 12 in(x)———

f'(x) (dato che wsﬁ{% S50 —3) & limitata su tutto R.

Esercizio 5. La funzione é definita per x > 0.
lim f(x) =0, lim f(x) =
x—0* xX—00

La derivata di f wvale 2(xlogx — x)(logx + 1 - 1) =
2log x(xlogx — x) e si annulla in x = 1, e (rispettivamente
massimo e minimo relativo) dove vale 1 e 0. Quindi, per
il Teorema dei valori intermedi, I'equazione f(x) = % ha tre
soluzioni x1,xp,x3 taliche 0 < x1 < 1,1 <x, <e,x3 > e.

Esercizio 6. (i) La funzione f é definita su tutto R ed e
una funzione dispari (essendo l'integrale di una funzione
pari).

lim f(x) = lim f(x) =
X——00 X—00
La sua derivata prima, et — e, siannulla in x = -2,2,

rispettivamente minimo e massimo relativo (quindi f é
crescente tra —2 e 2 e decrescente altrove). La derivata
seconda vale —2xe*" e ci dice che f & convessa per x < 0
e concava per x > 0.
(ii) Dallo studio del grafico della funzione, si deduce che se
A > f(0), I'equazione ha O come unica soluzione; altri-
menti, ci sono altre due soluzioni simmetriche rispetto
all’origine.



GEOMETRIA

Esercizio 7. Se n = 1, non c¢'¢ niente da dimostrare.
Supponiamo vera la tesi per n e dimostriamola per n + 1:
B+ 4" = B+ 4)"3 + 4i) = (ay + Pul)3 + 4i) =
(Ban —4B,) + (day, + 3Bn)i = 3 + 4i.

Se per assurdo 3 + 2i fosse una radice m-sima dell unita

allora (3 + 2iy" = (3;,")"1 =3 2 1Ym > 1.

Esercizio 8. Siano per assurdo ay, ..., an—1 non tutti nulli
tali che agv + - - - + a1 L™ 1o = 0. Applicando L m — 1 volte
aago+ - - +ay_1L" o otteniamo apL™ v = 0, da cui, poiché

per ipotesi L"'v # 0, si ha ag = 0; applichiamo ora L m — 2
volte a ;mLv + -+ + a1 L™ Y0 e otteniamo a;L" v = 0, da
cui, come prima, a; = 0. Continuando cosi ricorsivamente
Ay = -+ =y =0.

Esercizio 9. Basta scrivere la definizione, scambiare le
sommatorie, commutare i prodotti e il gioco é fatto.

tr(AB) := i i aibyi = i i aibri = i i biax =: tr(BA).

k=1 i=1 i=1 k=1 i=1 k=1



