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1. Applichiamo la procedura standard, analizzata nelle Soluzioni 3:
(a) fz,y) = (y —2?)(a? —y?)%.

0
6%(9?, y) = (2% —y?)(—62° + 221° + day)

0
a—i(:c,y) = (2 — ) (e - 5y? + daPy)

quindi abbiamo che

B (22 — y?) (=623 + 22y + 42y) = 0
Vf(z,y)=(0,0) < {(:E2 — (22 = 592 + day) =0

Innanzitutto 22 = y2 é soluzione del sistema, quindi abbiamo punti
del tipo P, = (z, £x).
Se x2 # y? abbiamo che

—62% +2zy? + 4y =0
Vf(z,y) =(0,0) <
f( y) ( ) {x2—5y2+4$2y=0
Se z = 0 il sistema é risolto per y = 0. Essendo (0,0) € {P,},
torniamo al caso precedente.
Imponiamo dunque = # 0.
2
Dalla prima riga si ha che 22 = %23’ e sostituendo nella seconda
otteniamo (1’2%21’) (1+4y)—5y? = 0 che ci dice che 2y?> —3y+1 = 0,
le cui soluzioni sono y =1e y =
Se y = 1 si che 22 = 1 e quindi = 1. Tale caso, tuttavia, rientra

sempre nella famiglia di punti (x, +x).

5
3

N

Se y = % si ottiene che x = :I:%

Pertanto i punti stazionari sono: P, = (z,+2) e Q1 = (i%\/%, %)
Passiamo ora al calcolo dell’Hessiana di f(z,y):

2
O () = 20607 + 20y 1 429) + (2 ) (~186° + 27 +4y)
an 3 2 2 2
8T€)y(x’y) = —2y(—62° + 22y° + day) + (° — y*)(4oy + 4x)

82
87];(95’ y) = —2y(a® — 5y® + 4a®y) + (a® — y°) (42 — 10y)



Dunque:

[ 2z(42? —423)  —2z(42? — 423)
Hp(w,z) = (2z(4x2 —4x3)  —2x(—4x? + 423)
ha determinante nullo. Osserviamo che f(z,z) = 0.
Essendo f(z,y) > 0 per y > 22 abbiamo che:
e ipunti (x,2) con x < 0 e x > 1 sono punti di massimo;
e i punti (0,0) e (1,1) sono punti di sella;
e i punti (x,z) con = € (0,1) sono punti di minimo.
ii.
_(—2x(42® + 423)  —2z(42® + 42®)
Hy(z, —z) = (—237(43;2 +4x3)  —2z(42? + 4a3)
ha determinante nullo. Per quanto visto nel punto precedente
abbiamo che:
e ipunti (z,—x) con x > 0 e z < —1 sono punti di massimo;
e i punti (0,0) e (—1,1) sono punti di sella;
e i punti (z,—x) con x € (—1,0) sono punti di minimo.
iii.

2
ha determinante pari a 1oz > 0, per cui, essendo % < 0 se

calcolato in @4, abbiamo che (Q+ sono punti di massimo.
(b) g(x,y) = 22y + 23 — .
Abbiamo che 5
a—g(x,y) =2zy% +32% — 1
%‘Z(L y) = 2a%y
quindi
22y =0

Vg(z,y) = (0,0) <

Dalla prima riga abbiamo che pué essere z = 0 oppure y = 0.
Per x = 0 il sistema non é risolubile, dunque dovra essere y = 0, da
cui segue che z = :l:?.

Pertanto Py = (i?,o).

Essendo: )
_ (2y*+6x 4xy
Hg(JZ’ y) - ( 4£Ey 2%2)

si ha che det {Hg (i?, 0)} = j:% per cui P_ é un punto di sella e

2
P, é un punto di minimo essendo ng > 0 se calcolato in esso.



(¢) h(z,y) =222 +2¢y% +2 — 2 — ¢~

Yy =y
Abbiamo quindi 9 punti stazionari: O = (0,0),Py; = (+1,1),

Py =(£1,-1), Q11 = (£1,0) e Q12 = (0, £1).
Essendo

3 = =0,%+1
Vhiz,y) = (0,0) «= 4" =7 =770
y=0,%£1

4 — 1222 0
H}L(xay) = ( 0 4 — 12y2)

abbiamo che det[Hy,(z,y)] = (4 — 122?)(4 — 12y?), pertanto
e det[H,(0)] = 16 > 0 => O é un minimo, perché 24 =4 > 0

oh =
nel punto;
. det[Hh(Pil)] = det[Hh(Pig)] = 64 — P41 e P45 sono punti di
massimo poiché g%} =-8<0;
. get[li]]h(Qil)] = det[Hh(QiQ)] = —32 = Q41 € Q2 sono punti
i sella.

(d) w(a,y) = "o,

Vuw(z,y) = (0,0) <= {w(x’y)m“y) =0 {6x+y -0

w(z,y)(z —4y) =0 T =4y

la cui unica soluzione é il punto (0,0).
Calcoliamo le derivate seconde di w(z,y):

02w ow
w(%y) =57 (62 +y) + 6w(z,y)

9w Ow
m(x,y) =9y * (62 +y) + w(z,y)
0w ow

87y2(x7y) = 3 x (x — 4y) — dw(z,y)

Essendo w(0,0) =1 e %(0,0) = %—Z’(0,0) = 0, si ha che

H,(0,0) = (f _14)

il cui determinante é negativo. Quindi (0,0) é un punto di sella.

2. Lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di una funzione f(z,y) nel punto
(o, y0) é data da:

f(@,y) = f(xo,90) + 3L (0, y0) (@ — x0) + %(Io, Yo) (¥ — yo)+
1 (5 @0, 30) (@ = 20)? + 535 (0,50) (y = 90)* + 235 (w0, y0) (@ — o) (y — wo) ) +
+olll (o, yo) 1)

Usiamo tale formula per la risoluzione dell’esercizio con la notazione

of

aix(xay) = fm(-r7y)'



() G(x,y) = e V.
Calcoliamo le derivate:

Ga(r,y) = 22G(z,y)

Gy(z,y) = —G(z,y)
Gua(z,y) = (42° +2)G(z,y)
Goy(z,y) = —220G(2,y)
Gyy(z,y) = G(z,y)
Essendo G(0,0) = 1, abbiamo che

2
Gla,y) =1—y+a”+ L +oll|(y)).

(b) a(z,y) = arctan(z + y).
Calcoliamo le derivate:

1
14+ 22+ 22y + y?

az(z,y) =

ay(,y) = az(z,y)

—2(z +y)
1+ 22 + 22y + y?)?

Az (T,y) = (

Ay (T,Y) = Aze(,y)
ayy(x,y) = Qo (2,Y)

Avendo che a(0,0) = a4,(0,0) =0 e a;(0,0) =1 si ottiene
a(z,y) =z +y + o(l|(z,y)II*).

(¢) u(z,y) = e~ tanlet),
Calcoliamo le derivate:

uz(2,y) = —u(z,y)(1 + tan®(z + y))

uy(x7 y) = uw(x7 y)
Use (2,) = —tz (2, y)(1+tan® (z+y))—u(z, y) (2 tan(z-+y) (1+tan® (z+y)))
Uy (2, y) = —uy(z, y)(1+tan’ (z4y))—u(z, y) (2 tan(z+y) (1+tan’ (z+y)))

Avendo che u(0,0) = ugy(0,0) = ug(0,0) =1 e u,(0,0) = —1 si
ottiene
1

5@+ 1) + ol y)[[).

u(r,y)=1— (v +y)+



(d) s(z,y) = log(3z> +y).
Calcoliamo le derivate:

6z
sz(2,y) = m
1
sy(z,y) = 3224y
6y — 1822
S22 (,y) = w
—6x
Say (T, ) = W
-1
Syy(T,y) = B2+

Avendo che $(0,1) = 5,(0,1) = $44(0,1) =0, s,(0,1) =1,
Syy(ov 1) = _17 Sazw(07 1) = 6 si ottiene

s(@y) =y~ 1432 2y~ 1 + o(l[(z.y ~ DIP).

(&) 8(x,y) = cosh(z + 7).
Calcoliamo le derivate:

Sa(x,y) = sinh(z +y7?)
5, (x,y) = 2ysinh(z + y?)
e (x,y) = cosh(z + 3?)
8uy(2,y) = 2y cosh(z + y?)
5yy(x,y) = 2sinh(z + y?) + 4y? cosh(z + y?)

Avendo che le derivate sono tutte nulle in (0,0) eccetto &, che
calcolata nell’origine vale 1, cosi come la funzione stessa, si ha che

§(z,y) = 1+ = + o(|| (. y)II?).

2
+oo ez(l—t) -1
(a) Notiamo innanzitutto che f(t) = e *———dx, dunque
0 xr
I'integranda non ha un asintoto nell’origine per nessun valore di t, in
em(l—t) -1
quanto lme ™ —— =1 —1¢.
z—0

x
Quindi la convergenza dell’integrale dipenderé solamente dal
comportamento all’infinito dell’integranda.

e —e
i. Sicuramente per ¢t < 0 la funzione non é definita perché lim —— = +o0;
Tr—+o0 X
ii. se t > 0 l'integrale converge perché:
e set € (0,1) abbiamo che
e tr_e”" 1 — e—z(1-t) +o0
lim —*—= lim ———=0= f(t) < / e "dr < +oo;
T—+00 et T—+400 T 0



e se t = 1 abbiamo che f(1) = 0;

e—tmiefz
e se ¢t >1abbiamo che lim —2 — = lim "9 —1=
T+—00 e - T—+00
xT
71 —tx —; —;
quindi f(t) ~ [} = gr 4 [P0 < gy,
e*(t
Essendo lim —— = lim ze~® =0 abbiamo che
T—r+00 Pl T— 400
FO) < [} 8= dn 4 [ 4 < foo.

1—e*

T

+oo
iii. infine se ¢ = 0 l'integrale / dxr si comporta come
0

oo dy
/ — e dunque diverge.
0 :E

Quindi l'insieme di definizione di f(t) é (0, +00).
Innanzitutto, f(t) é continua perché se ¢ € |1, +00), allora

+oo
WMSA

e si pud applicare il teorema di continuita sotto integrale.
Inoltre,

e TE _ o= X . . .
dx < 400 e dunque c’é equidominatezza,

) e—tﬂc —_e %
a oz
e quindi per t € [r,+00) abbiamo che

—+oo
/ —e My
0

o0 —tx ] T
! _ _,—tx _|€ — _1
f(t) —/0 e dr = [ " } =-7

0

— _e—tac

+oo
< / le”*|dz < +00, quindi la funzione & C! e
0

mwfmzﬁﬁ@wzj—@=4%w

S

+oo
Ma essendo f(1) = / 0 =0, ho che f(t) = —log(¢).
0

g € definita Vx € R perché l'integranda non ha asintoti e all’infinito

log(x2t% +1) ha lo stesso andamento di log(x2t?) = 2log(xt), dunque
2log(zt)
t24+1

I’integranda ha lo stesso andamento di che é integrabile

all’infinito.

Stabiliamo ora per quali € R é continua.
Osserviamo che I'integranda é continua e per x € [zg — €, 2o + €]
si ha che
log((|wo| + €)% + 1)
t2+1

log(z2t% + 1)
<
t24+1 -

che é integrabile.
Allora possiamo dire che g é continua su tutto R.



(a)

1 —t%z
1—e . . .
h(z) = / fdt é definita Vo € R perché é l'integrale di una
0
funzione continua e limitata su intervallo limitato, dal momento che
1— 67t2x 1— 67t2:v
lim —— = limat———— = limat =0
t—0 t t—0 xt? t—0
Fissati g € R,e > 0, si ha
1— e—tzx 1— e—tz(xo—&-e)
<
t - t

YV € [xg — €, 20 + €]

e quindi si ha una dominante integrabile in tutto un intorno di xg,
i.e. la continuita di A

M

. e~ 1
A s Ty e ER

e la convergenza é uniforme in [—1, 1] perché

2

St ‘*ﬁ 1’ l—e % — 50
R su e n o — =1l—e n
1+ 22 P

sup <
z€[—1,1] n—00

z€[—1,1]

e dunque, essendo l'intervallo di integrazione limitato, é possibile
scambiare limite ed integrale:

2

1 1 -2 1
. e = . e = dx T
lim ﬁdx:/ lim ﬁdx:/ — =
n—o0 7114—5(} 71n~>001+,7; 711—‘,-1' 2
2 —nx?
. nx‘e .
lim ————dz =0Vx € R, einoltre
2
n—oo 14 nx
2 2
nxe " e
1+nx2 | — -

che é integrabile e dunque ¢’ é equidominatezza; inoltre, la conver-
genza é uniforme in [—b, —a] U [a, b]¥b > a > 0, perché

2
nm26—nz

— | <
14+nx? | —

_ 2 _ 2
nx —e na O

n—roo

sup

sup ‘e
z€[—b,—a]Ula,b]

z€[—b,—a]Ua,b]

dunque é possibile scambiare lmiite ed integrale su [0,+00) e su
(—00,0] e quindi



lim
n— oo

“+ o0
~/0

—+o0

0

lim

o0

lim
n—oo [

o0

2, —nz?

nr-e

1+nx

2, —na?

nxT

1+ na?

2
n$2efnz

dr =

0 2, —nz?

nr-e

5-dz + nh—>120 - T

0 2, —na?
M ey / im "
€T

2
oo 00 1+nx

“+o00o 0
= / Odz + / 0dz =0
0 —00

T =



