AM210-2013-14: Tracce delle lezioni- IV Settimana
DERIVATE PARZIALI E DIFFERENZIABILITA

Funzioni C*(0). Una funzione é C*(O) se le sue derivate parziali esistono e sono
continue in O; f = (fi1,..., fm) ¢ di classe C''(O) sse lo sono le f;.

Proposizione 1.  Sia f € C'(O,R™). Allora f é differenziabile.

Prova. Basta mostrarlo per funzioni scalari. Per semplicitd, lo dimostriamo per
funzioni di due variabili. Da f;, f, continue segue
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ESEMPI E CONTROESEMPI
() floy) = =2, se P42 £0,  £(0,0)=0

¢ di classe C'(R?\ (0,0)) ed ha anche derivate parziali, nulle, in (0, 0).
Ma % non esiste per alcun h # e;,i = 1,2 , perché t — f(tx,ty) non é continua in
t =0 (a meno che non sia xy = 0). In particolare, f non é continua in zero:

una funzione pué avere derivate parziali in un punto
senza essere continua in quel punto.



(i) flry) = %, f(0,0) = 0.

Siccome  f(z,0) =0 Vz, é fy(x,0) =0 V. Allo stesso modo, f,(0,y) =0 V.
In particolare, f ha derivate parziali, nulle, in (0,0). Poi, se 2%+ y*> >0, §é
f(tx,t ) _ x2

t - - t2x4zy
le direzioni, ma non sono tutte nulle (come dovrebbero essere se la funzione fosse

differenziabile). Siccome  f(z,2?) =3, vediamo che

5 10 % e quindi anche nell’origine esistono le derivate in tutte

una funzione pué essere derivabile, in un punto, lungo tutte le direzioni
senza essere continua in quel punto.

(i) flay) = 20, se 224y £0, £(0,0)=0

é di classe C'(R?\ (0,0)) ed ha derivate parziali, nulle, anche in (0,0). In-
oltre, in (0,0), f é derivabile in tutte le direzioni: %(O, 0) = hm@ =
t

tx3y

Hgbty? Dunque

lim 0. Tuttavia f non é continuain (0,0), perché f(z,2?) = 3.

una funzione pué6 avere derivate nulle lungo tutte le direzioni in un
punto senza essere differenziabile in quel punto.

(iv)  flz,y) = 20T o 2200220, £(0,0) =0

x6+y2

ha derivata nulla in tutte le direzioni, ed é anche continua, in (0,0), ma non é
differenziabile in (0,0), perché / (i}’iz ;270) — mgig;?

di 2% + y? a zero (vale infatti % lungo la cubica y = x3). Dunque

non va a zero al tendere

una funzione continua pué avere derivate nulle in tutte le direzioni in
un punto senza essere differenziabile in quel punto.

CONSIDERAZIONI GEOMETRICHE
Sia f € C*(O,R),(0,0) € O Cc R? f(0,0) = 0. Allora, se (z,y) € O,

f(z,y) = f2(0,0)z + £,(0,0)y + o(y/2? + y?)

Ovvero, a meno di un errore di ordine superiore al primo, i valori di f, vicino
all’origine, sono quelli della funzione lineare

z=df(0,0)(z,y) = f2(0,0)z + f,(0,0)y  (x)

In linguaggio geometrico: il grafico di df(0,0), ovvero il piano per I'origine in R?,
T4(0,0) := {(z,y, (0, 0)z + f,(0,0)y)}
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é il piano tangente al grafico di f nel punto (0,0, f(0,0)).

Tale piano interseca i piani coordinati Ozz, Oyz, lungo le rette di equazione (in
Ozz e Oyz rispettivamente) z = f;(0,0)z, =z = f,(0,0)y, rette tangenti al
grafico (in Ozz, Oyz) delle funzioni 2z = f(x,0), 2z = f(0,y), restrizioni della
z = f(x,y) rispettivamente ad Oz, Oy. I vettori tangenti a tali due curve, dati da
(1,0, f,(0,0), (0,1, f,(0,0)y), generano lo spazio tangente 7T%(0,0) =

{(z,y, f2(0,0)x + £,(0,0)y)} = {x(1,0, f2(0,0) + y(0,1, f,(0,0)) : =,y € R}

Notiamo che il generico vettore (x,y, f+(0,0)x+ f,(0,0)y) in T((0,0) é il vettore
tangente alla curva t — (tz,ty, f(tx,ty)) (giacente nel piano generato dall’asse
Oz e dalla retta (tx,ty,0) ed intersezione del grafico di f con tale piano). Dunque,
i vettori del piano tangente sono vettori tangenti al grafico di f.

Il piano T} si pud anche descrivere come il piano dei vettori ortogonali al vettore

<_f:c> _fy7 1) = (L Oa fx(()? 0) A (07 17 fy(07 O)y>

che é vettore normale al grafico.
Pit in generale, se  f € C'(O,R),z9 € O C R", liperpiano in R

Tr(xo) == {(z, f(zo)+ < Vf(z0),xr —20 >): x€R"}

passante per (xg, f(zo)) e parallelo all’iperpiano per l'origine z =< Vf(xg),h >
(grafico di df(zo)) é il piano tangente al grafico di f, Gy, in (x, f(z0)).
L’equazione del piano tangente é quindi

2= f(xo)+ < Vf(xg),x —xo >

Sezionando Gy e T (xo) con il piano z = f(x,) e proiettando tali sezioni sul piano z =
0, otteniamo la  “superfice” di livello ¥ := {x : f(x) = f(x¢)} e la corrispondente
retta’ tangente in 7, data appunto da < V f(z¢),x — o >= 0, retta per xg e
ortogonale a V f(xg).

Infine, V f é direzione di massima pendenza del grafico di f in (z, f(x)):

d
ﬁf(x—l—th) =< Vf(z+th),h> e sup < Vf(z),h >=||Vf(z)|
Sen=k< m, X = X(ty,...,t) = (Xq(t1,-- -, te), ..., Xpn(ty, ..., tx)) parametriz-
za una k—superfice in R™. Le curve su tale superfice, date da
t—>X(t,tg,...,tk),...,t—)X(tl,...ﬂf)

determinano k vettori tangenti alla k-superfice, le k colonne di Jx, che indichiamo
oX __ (8X1 BXm)
ot; — \ot; 1 oty /e




Il TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sia f € CY(O,R), O aperto convesso in R". Allora
|f(w) = f)] < [lu—2] hind IV f(v+t(u—v))l

4y

Infatti F(u) — |/ S0+t =) di] =
0

@F

|/ <Vflv+tlu—v)),u—v>dt| < |lu—wv|| sup ||[Vf(v+tlu—0v))
0 te(0,1]

Corollario 1~ Sia f € C*(O), O aperto connesso. Allora
Vfu) = 0VvueO = f=cost. in O

Prova. Il teorema del valor medio implica che f é costante sui dischi contenuti in
O:
z € By(x0) CO = |If(z) = flzo)| < sup [[Vf(z)] =

|lz—z0||<r

In particolare, se g € O, {z € O : f(z) = f(zo)} é aperto. Ma, per la continuitd
di f, é aperto anche {z € O : f(z) # f(zo)}. Siccome O é connesso, e

O={z€0: f(z) = f(xo)}U{zr € O: f(x)# f(xp)} (unione disgiunta)
concludiamo che uno dei due aperti, ovviamente {z € O : f(z) # f(xo)}, é vuoto .
Corollario 2. Sia f € C'(O,R™) . Allora f é localmente Lipschitziana in O:

vV B,(z9) C O,3L = L(r,zo) : If() = fW < Lllz =yl Vz,y € By(wo)
Prova. Intanto, dal Teorema del valor medio

[file) = il < sup VLG lz—yl V¥ ,y € Bi(o)

z€Br(z0)

Quindi, presi z,y in B,(zo), risulta

dfi
5

1F(@) = F)I? = Zm WP < ||x—y||2ii[sup

i=1 j=1 L2€Br(z0)

|



REGOLA DELLA CATENA
(derivazione di funzioni composte)

Siano F,F,G spazi normati. Sia xz € F e siano
B.(x) % B,(g(x)) CF,  B,(g(x)) L@

Se g é differenziabile in x e f é differenziabile in g(z), allora f o g é differenziabile
inze

d(fog)(x) = df(g(x)) odg(z) e Jrog(x) = Jp(g(x)) Jo(2)

Prova. Sia h € E, k(h) := gl + h) — g(x) = dg(x)h + o(h), cosicché
|k(R)]] < ||dg(x)h| 4+ o(||h]]) < cl|lh|| se ||h]| <. Siccome f é differenziabile in
g(x), si ha che

flg(e+h)) = flg(x) + k(h) = f(g(x)) + df (g(x))k + w(k) =

= fg(@)) + [df (9(x)) o dg(x)]h + o(h)
perché  [lw(k)|| < ellk]| < cellhl]  se [} << 1.
L’affermazione sulle matrici Jacobiane segue dal fatto che se L € L(R™ R™),

U € L(R™,RP), la matrice rappresentativa del prodotto di composizione U o L é il
prodotto delle matrici rappresentative

R"LZR" SR = Ay = Ay AL

ESEMPIO DI DERIVAZIONE DI FUNZIONI COMPOSTE

Derivazione lungo un cammino differenziabile

Siano v : (a,b) = R", f:R"— R diclasse C'. Allora
F100) = X 5E00) G =< 9160)50 >

E una conseguenza della regola della catena e del fatto che .J ¢(x) = Vf (matrice
riga) mentre .J, = ¥ (matrice colonna).



COMPLEMENTI

1. Matrice rappresentativa del prodotto di composizione.

Se indichiamo con Ay, Ay e Ayor,  le matrici rappresentative di L € L(R™, R™),
diU e LR™R?) e di Uo L € L(R", R?), allora

Avor, = Au Ag (prodotto di matrici)

Siano ej,j=1,...,n, 6,1 =1,...,m, €,l=1,...,p basi in R", R™, R”. Siano
Lej = ?;1([16]')1' éi, Uél = Elpzl(Uéz)l él. Allora
Av = ( (Uéi)l)izl,...,m,lzl ..... p AL = ( (L€j>i)j:1 ..... n,i=1,..,m

Ma (UoL)ej = U( ?ll(Lej)i éz) =

i(Lej)i Ueé; = f: (Lej)i Ep:(Uéi)l él] = Ep: [i(Lej)z’ (Uéz')ll é

i=1 i=1 =1

e quindi
m

(U L)ej) = ;(Lej)i (Uéi)
ovvero ((U o L)e;); é I'elemento di posto {j della matrice prodotto Ay Ay.
2. Lipschitzianita sui compatti
Se f € CY(O,R™) allora f é Lipschitziana sui compatti di O :
VK C O compatto 3L = L(K) : If(x) = fWI<Llz—y| V zyekK

Prova.  Siccome =z,y € K,|lz—y||>r = W < Zsup||f(2)|,
z€K

basta provare che
Ir>0, L>0: 22"eK, |o=2"|<r = |f@)—f@")] <L|z—2"|
Dalla compattezza di K segue che

Je;eK,r;>0,j=1,...,p taliche B, (z;)CO e KC @ Br; (x;).

Per quanto sopra,



3L;>0: o, 2" € KNB,,(x;) = |f(a)—f@")| < Ljlla" — 2"
Sia0 <r <r;Vj, L:=maxL;. Sez' 2" € K, ||2'—2"|| < § e, diciamo, 2’ € Br; (x;)

si ha quindi che

ShU<y s |If@) - f@)) < Ll — 2

!

3. Il gradiente in coordinate polari. .
Data f € C'(R? R), scriviamo f in coordinate polari: g(p,0) := f(pcosf, psinf).

Allora,
gp = fu(pcosB, psind)cosd + f,(pcosb, psinf)sinf

go = — fz(pcos, psinf)psin@ + f,(pcosb, psind)pcos b

1

fz(pcosB, psing) = g,cos6 — —ggsiné
p
. ) 1

fy(pcost, psinf) = g,sin + —gy cos
p

. 1
[V f*(pcos, psind) = g(p,0) + ;93(/), 0)



