AM210 2012-13: Tracce delle lezioni- 11 Settimana
SPAZI METRICI
Sia X un insieme. Una d: X x X :— [0,400) tale che
(i) 0<d(u,v), Yu,veR" dlu,v) =0 <& u=wv (positivita)

= d(v,u) VYu,v e R" (simmetria)
(i19) d(u,v) < d(u,w)+d(w,v) Yu,v,w € R" (diseguaglianza triangolare)

si chiama distanza o metrica su X e (X, d) si chiama spazio metrico .

Metrica associata a una norma . Sia (V) ||.||) spazio normato. Allora
d(u,v) = |lu— || é una metrica su V'
Palle aperte, chiuse. Sia (X, d) spazio metrico. Sianor > 0 e zg € X. Scriveremo
B, (xg) :=={z € X : d(x,x9) <1}, (palla aperta di raggio r e centro z)

B.(x9) ={x € X : d(z,x0) <71} (palla chiusa di raggio r e centro x)

Se V' é spazio normato, é
B, (xo) = rBi+xo = {ra+x¢: x € By} = B.+xo = {a+x9: x € B,}, B,:= B,.(0)
SUCCESSIONI CONVERGENTI in uno SPAZIO METRICO

Sia (X, d) spazio metrico. Siano zi,x € X. Allora
T = < d(rg,x) =50
ovvero, sse Ve >0, 1z € B.(x) definitivamente. Se V' é spazio normato,
v =k v < |log—v]] =10

In R™, munito della norma euclidea ||.||2: v —¢ v in R" & ||ug — 0|2 =% 0.

(i) Sia ug = (1, -- -, Thn), w=(21,...,2,), allora
n
2
Vg L U <= Z|xk,j_'rj’ -, 0 & Tp1 7k Tiy---y Thn —k Tn
j=1

(i) up  converge = sup, ||lug|| < 400 (ma non viceversa)
(ill) up = u,v > v = tug+ svgp — tu+ sv Vt,s € R

In C([a,b]) con || flleo:  fn — f < fn converge a f uniformemente in [a, b].



Elementi di topologia negli spazi metrici. Sia (X, d) spazio metrico, A C X.
Nomenclatura.
r € X é internoad Ase ze€intA:={reX: Ir>0 taleche B,(r)C A}
x € X é esterno ad A se é interno ad A° (=X \ A é il complementare di A)
x € A é punto isolato di Ase AN B,.(x)={x} ¥r piccolo
x € X é punto di accumulazione per Ase AN (B.(x)\{z})#0 VYr>0
x € X é punto frontiera di Ase B.(x)NA#D# B.(x)NA°Yr>0 e

0A:={z:B.(x)NA#D# B.(x)NA® Vr >0} ( frontiera di A)
¢ I'insieme dei punti frontiera di A. Chiaramente, 0A = (intA)°N(intA°)° = 0A°".

Ad esempio, intB,(x) = B.(x) perché, sey € B,(x), allora
d(z,y) <p:=r—d(y,z) = d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <rovvero B,(y) C B,(z)

Allo stesso modo si vede che ogni punto di ~ C.(z) :={y € X: d(y,x) >r} éun
punto interno ad A. Ne deriva che

0B, (z) = (By(z))*N(Cr(2))* = Sp(z) :={y e X : d(y,x) =r}=0C,(2)

Def. 1. O C X si dice aperto se Yu € O 3r > 0: B.(u) C O, cioé se tut-
ti1i suoi punti sono punti interni. Indicheremo con O la famiglia degli aperti di (X, d).

Dunque O é aperto sse O N IO = (). Siccome intB,.(x) = B,(z), una palla aperta é
un insieme aperto; ne consegue che intA é aperto per ogni A.

Def. 2. F' C X sidice chiuso sse  F° (il complementare di F') é aperto.

Prop. 1 Le seguenti affermazioni sono equivalenti
(i) F é chiuso

(ii) OF CF

(ili) By(z)NF#0 Vr>0 = =x€F.

(iv) ap€F, vy 5pr = z€F

(i) & (it): O(F)=0FCF <& O9J(F)NF°=0 <& F¢°éaperto.

(ii) < (11i) Sia dF C F. Se B.(x)NF #0 ¥r >0, allora x € F, perché, se no,
B (x)NF°# () Vr >0equindi x € 9F C F, assurdo. Viceversa, sia x € OF e
quindi B,(z)NF #0 Vr>0equindi z€F..

(17i) < (iv) ovvio.



Esempi. Una palla chiusa é un insieme chiuso, perch’é complementare di un
aperto. Poi, A UOJA é chiuso quale che sia A, perché

(AUOA) = A°N(0A) = A°N (intAUintA°) = A°NintA° = int A°

Prop. 2
i) O €0 a€eA AyC A finito = U 0,€0 e n O,e€0

acA acAo
(ii) F, chiusi, Ay C A finito = N F, e U F, sono chiusi

aceA acEAy

Prova. (i) z € U O, = d@,3B.(x): B.(r) COgzC U Oy Sex e N O,
acA acA a€Ap

esistono B, (z) C Oy, € Ag. Ser < ryVa € Agallora B.(z) C N BoC N O,
acAg acAp

(i) (mFa>:UF;eO e <U Fa>:mF;eO

acA acA acAg acAg

In particolare, se F4 indica la classe dei chiusi contenenti A, I'insieme

A= (1 F = AU9A (chiusura di A)
FeFu
é chiuso: ¢ il piu piccolo chiuso contenente A. L’uguaglianza segue dal fatto che
AUOA é chiuso e, per la (iii) della Prop. 1, AUOA C F se F' é un chiuso contenente A.

Prop. 3. (i) FC X échiuso & F=TF.

i) z€d & Ja;eA: z;— .

Prova.

(i) Se F = F, allora F ¢é chiuso perché F é chiuso. Viceversa, in primo luogo,
F C F; poi, F C F perché F é contenuto in ogni chiuso contenente F, ed F é
chiuso.

(ii) Sia z € A e supponiamo, per assurdo, che non ci sia z; € A tale che z; — z.
Allora esiste 7 > 0 tale che B.(x) N A = (. Ma allora (B,(r))" , essendo un chiuso
contenente A, contiene A, che contiene z: assurdo. Viceversa, se ;€A x; =
e F é un chiuso contenente A, allora x € F' e quindi, per 'arbitrarietd di F, x € A.

Aderenza di una successione. Se r, € X, 'aderenza della successione x,, é

Ad(zy) = {ze: k>n}={z: 3z, —;z}

Sia z,, —; z, n € N. Da z,, € {2, : k > n} se n; > n, segue che z €

{zr: Kk >n}. Viceversa, se v € Ad(z,), o esiste n; — oo tale che x = z,,, Vj,
e quindi z = lim;z,;, oppure esiste ng tale che v # =z, Vk > ng. Siccome

z € {xr: Kk >ng}, x élimite di una successione di elementi di {xy: &k > ng}.



CONTINUITA
Siano (X, d) e (Y, p) spazi metrici, g € A C X; una f: A — Y é continua in x, se
Ve>0 30 >0: d(z,z9) <0 = p(f(z), f(zg)) <€

ovvero Ve > 0,30 := 9. :  f(Bs(xo)) C Be(f(x0)). La funzione f si dice continua in
A se é continua in ogni punto di A. A, R") indichera la classe delle funzioni

(
continue in A a valori in R" (C(A) := C(A,R)).
La distanza € una funzione continua:  d(z,y) < d(x,x¢) + d(zo, yo) + d(yo,y)

= |d(z,y) — d(xo,y0)| < d(z,20) +d(y,y0)  Yo,y, 0,0

In particolare, se (V,].||) spazio normato, allora x — ||z|| = d(z,0) é funzione
continua (anzi, Lipschitziana): | [|z] — ||zo]| | < ||z — xo]|.
Nota. Naturalmente in V' pué esistere un’altra norma, diciamo ||.||;, che pué
non essere continua in (V,||.]|). Ad esempio, la norma ||.||« su C([0,1]) dotato
1

della norma integrale ||.||; non é continua, perché, ad esempio, [t"dt —, 0 ma
0

sup t" =1 Vn € N. Che ||.|| non sia continua segue allora dalla
t€[0,1]
Proposizione 1 Sia f: A—Y, xze€ A Allora
(i) f é continuainz < (r, €A, z,—=,2x = f(z,) — f(x))
(ii)SeY =R™e f=(f1,...,fm), [ écontinuainz < le f; sono continue in x.

La dimostrazione di (i) é come nel caso f: R — R.
La (ii) segue dal fatto che f(z,) = f(z) < fi(z,) — fij(x) per j=1,...,m.

Proposizione 2
f é continua & (0 € O = f1(0) € O) & (F chiuso = fYF) é chiuso)

=: siax e f71(0), ovvero f(z) € O e quindi B.(f(z)) C O per un € > 0. Ma, per
continuitd, esiste 6 > 0 tale che f(Bs(z)) C B.(f(z)) C O e quindi Bs(x) C f~'(O).
< fYBJ(f(x)) aperto = 35 > 0 tale che Bs(z) C fYBA(f(z)) =
f(Bs(x)) C Be(f(z)) che dice appunto che f é continua in x.

Proposizione 3 Siano A C R", f,g: A — R™ continue in u € A.  Allora
(i) af + Bg é continua in u Vo, € R
(ii) se m =1, fg é continua in u e, se g(u) # 0 anche g é continua in u
(iii) se f(A) C Be ¢: B— RP é continua in f(u), allora ¢ o f é continua in w.



TRASFORMAZIONI LINEARI CONTINUE.
Siano (E, ||.|l:),? = 1,2 spazi normati, L : Ey — Ej lineare. Allora:

(i) L é continua in £y < L é continua in zero.
(ii) L é continua <  Jc= ¢y tale che | Lz|ls < ¢||z|; Vz € Ey

Prova di < in (i). Da L é continua in zero, segue che
U, = u = Upy—u—0 = Lu,— Lu= L(u, —u)—0

Prova di = in (ii). Dalla continuitd di L in 0 segue che 3¢ >0: |jul; <1 =
||Lul|2 < 1 e quindi
u

(= )lle < 1= [[Lulls < cffully

cllully
Lo spazio L(E, F), E' := L(E,R) (duale algebrico — topologico).

Siccome la combinazione lineare di funzioni continue é anch’essa continua, L(E, Es)
é sottospazio lineare di L(E, F'). La funzione su L(F, F) definita come

Lx
IL|| := sup ILzllr _ sup ||Lz|lp,  Le L(E,F)
20 [|zlle jale<t

é, come ¢ facile verificare, una norma su L(E, F).
NOTA Non tutte le trasformazioni lineari sono continue.

Esempio 1. Sia E'= C([0,1]). La forma lineare su E definita come [(f) := f(1) é

continua rispetto alla norma ||.||o, perch’e [I(f)] = | f(1)] < sup,¢(oq [f(7)], ma non

lo é rispetto alla ||.]|;. Infatti, se f,(x) = 2™, allora ||f,||; = fy 2"dx = =1 —n 0

mentre (f,) = 1Vn.

Bsempio 2. E=F =C([0,1]) e |flz = lfls = o [f], [Ifllr = flls, allora

Lf := f, é continua da F' in F ma non é continua da E in F: se f,(t) =t" , allora

| fnlle — 0 mentre || f.||r = 1.

Esempio 3.  Sia Cy = Cy(R) ={f € C(R)| IR = R(f) : |z| > R(f) = f(x) =0},

E = (Co, |||lc), F = (Co,||-][1)- La Lf := f non é continua né da E in F' né da F

in B se f € Co,f #0 ¢ fule) = 27(5), | fulle = 0 ma [[fully = | /]l mentre se

fa(@) == f(nz) é || fulli — 0 mentre || folloo = || f]loo-

Esempio 4. Lf = f', f € C(R) dotato della norma || f||o := sup |f(t)|. Infatti,
R

data f € C3°, f #0 e, posto fn(t) := f(nt), é

fullso = M flloc: I fulloo = lInfllo = nsup |F(#)] —n o0



Ogni [ : R* — R lineare é continua, ogni L : R” — R™ lineare é continua

Per provarlo, supponiamo R™ R™ dotati della norma euclidea (ma, come ve-
dremo, la cosa vale quali che siano le norme). Intanto,

JdaeR": I(z)=<a,x2> VYreR"

e quindi la continuitd di [ segue da Cauchy-Schwartz: |I[(z)| < ||a|| ||z

La continuitd di L segue dal fatto che , se ¢;, f; sono basi canoniche in R", R™,
allora L si scrive

L(Z‘) = L(i1 Z‘j@j) = zn:lij(ej) = ix][il CL,‘jfZ‘] = i (i CLZ'jZEj) fz

i=1 \j=1

per certi a;;, cioé le componenti di L sono forme lineari , quindi continue. Ne deriva
che L é continua.

ALTRI ESEMPI:

(i) i polinomi in 1, ..., %, ,exp(z? + ...+ z2),sin(z; ... x,), sono funzioni con-
tinue.

(i) Sia f(x,y)::% se 2 +y? #0, f(0,0)=0

Sen >4, f é continua in (0,0): [2zy| < 2? +y* = |(Z;f;2)2| < yi'ﬂ:j < |y|™3
Se n =3, f é discontinua in (0,0) perché f(x,mx) = T V2 #0.
Sen=1,2,da f(x,mz)= % segue che  f non é limitata attorno a
(0,0), e quindi non é continua in (0,0) perché g continua in u =

30>0: g <llg(v) =gl +llg(w)l < T+ llg(u)l]  se [lv—ul <4.

Notiamo che, fissato y, * — f(x,y) é continua, e lo é anche y — f(z,y) per ogni
fissato x, e cid quale che sia n € N. La ’continuita in z ed 3’ é quindi una proprieta
molto piu debole della 'continuita nel complesso delle variabili’.

(iii) Sia f(z,y) = xylog(z*" 4+ y*™), f(0,0) = 0. Proviamo che f é continua (an-
che) in (0,0). Possiamo supporre |z| + [y| <1en >m. Da |zy|” < i(Jz[*" + |y|*")
segue |zylog(2”" +y”™)| < (Jo* + [yP™)7 log(«™" + 37| < e se (2" +y°™) < 6
per un § = J, opportuno, perché tn logt — 0 al tendere di t a 0.



LIMITI per funzioni reali di pit variabili reali

DEFINIZIONE ( di limite) ~ Sia f: A—» R, ACR" Sia B.(u)=
B(u) \ {u}. Sia ug tale che  B,(up) N A é non vuoto Vr >0.  Allora
lim f =1 & (Ve>0, 30.>0: ue AN By (ug) = |f(u) =1 <e)

uU—uQ

lim f =400 & (VM >0, 30.>0: u€ ANB;s, (ug) = flu)> M)

uU—ruQ

Se B/ N A énon vuoto per ogni r > 0, allora

lim f=1<« (Ve>0, dR.>0: uecA, ||[ul|>R=|f(u)—1]<e)

|lul|—=+o00

lim f =400 & (VM >0, 3Ry >0: uecA, ||ul| >Ry = f(u) > M)

|[u]|—=+o00

NOTA. Come per le funzioni di una variabile si vede facilmente che
(i) f halimite [ per u tendente a uy (Ju| tendente a +0o0) &
(un € A, up # ug, up —uy (Jup| = +00) = flu,) — 1)

(ii) (Cauchy) f ha limite finito | per u tendente a ug &

(Ve >0, 36.>0: u,ve€ AN By (ug) = |f(u)—f(v)] <e)
f halimite | per |u| tendente a +o00 &

(Ve >0, 3R.>0: w,v€A, |ul,|lv]|>R = |f(u)—f(v)] <e)

ESEMPI. (i) Sia f(x,y) = 5% se a?+y? #0.

x2+y2

Dalla NOTA-(i) si vede subito che lim f(u) = f(ug) Yuo #0.  Invece,

u—uQ

. . . ‘ _ ay
}gr(l) flu) e |u|li>r£rloof(u) non esistono:  f(tz, ty) = i

(ii) Sia f(z,y) = xi’;g se 2%+ y? # 0. Come sopra, lim flu) =
uU—ruQ

f(ug) Yug # 0. Ed é anche lig(l)f(u) = 0 ]ﬂ] <l < VR

Poi, lim f(u) non esiste: f(z,2) = § =4 400 £00 .
|u| =00

(iii) Sia f(z,y) = arctan 5 se y #0. Sex, > x#0ey, — 0 allora i

(signx)oo e quindi arctan 7 R (signx)F. Poi, siccome f(x,/|z|) = (signz)F, la f
non ha limite al tendere di (z,y) a (0,0) .



COMPLEMENTI E ESERCIZI

NORME EQUIVALENTTI. Diremo che due norme |.||;,¢ = 1,2 su di uno spazio

vettoriale F sono tra di loro equivalenti se esistono ¢ < C' costanti positive tali che
() czly <llzlle <Cllzly VzeE

Equivalentemente: |lznlh = 0 < |lzull2 = 0, ovvero lidentitd Lz = x
da (E;|.][1) a (E;||-|l1) é continua insieme alla sua inversa.

Se vale la diseguaglianza di destra (di sinistra) diciamo che |[|.|[; é pid forte (pit
debole) di [|.]|2.

Se invece nessuna delle due diseguaglianze in (x) é verificata, le due norme si dicono
non confrontabili.

Esercizio 1. Sia E =1'. Siano ||z|l = sup |z(j)], |lz|1 =X, =(j)] Yz el
J
Provare che ||z]|o < ||z||i Vx € I', ma non esiste alcuna ¢ > 0 tale che ||z[|; <

c||rllee Vz €l
Soluzione  Intanto, >, |z(j)| > |z(j)] Vj € N e quindi ), |2(j)| > ||7||- Poi,
se x, é la successione cosi definita: z,(j) = % se j<n, x,(j)=0sej>n,si
ha ||z, |l = 1 mentre |||z,|; é la somma parziale ennesima della serie armonica, ed
¢ quindi divergente.
Esercizio 2. Provare che in [? le norme ||z||; e ||z||2 non sono equivalenti.
FEsercizio 3. Provare che le due norme su C§°(R) date da || f||eo € ||f'||cc nON
sono confrontabili.
Soluzione  Sia f tale che || f]loc = 1 esia f,(x) = f(nz). Allora || .|l = 1 mentre
[ f4lloe = 1l|f/||loc — 00. Viceversa, se fo(z) = nf(2), allora || f2le = || f']|e mentre

Esempi di insiemi aperti, chiusi. Se f € C(X,R) allora {z : f(z) < ¢} =
[ =o0,c) e {x: f(x) > c} = f(c,+00), preimmagini di intervalli aperti, sono
aperti per ogni c € R. Poi {z: f(z)=c}=0{z: f(z) >c}=0{x: f(z) <c}. In
particolare:

la palla ’aperta’ B.(zg) :={z: d(z,z9) <r}e{z: d(x,z9) > r} sono insiemi

aperti e quindi la palla ’chiusa’ B,.(z¢) := {x : d(z,2¢) < r} é un insieme chiuso.

Esercizio 1. Sia £ C R". Provare che £ = FUJE.

(EUOE) = E‘N(0F)¢ = E°N[int EUint (E°)] = E°Nint(E°) = int(E°) é aperto
e quindi £ U OF é chiuso e quindi £ C EUJE.

Viceversa, sia £ C F, F chiuso. Se x € 0F \ E allora esiste x,, € F,x, — x e
quindi « € F perché z,, € F ed F é chiuso. Dunque EUOE C F e quindi FUOE C E.



Esercizio 2. Provare che, se O é aperto in R" e v € C([0,1],R") tale che
v(0)e O e ~(1)¢ O, allora esiste t € (0,1) tale che () € 90.

Prova. I :={t € [0,1] :~(s) € O Vs <t} contiene, per continuitd, ¢t = 0.
Posto t := sup I, risulta y(¢) € 0O. Intanto, v(t) ¢ O perché, altrimenti v(¢) € O
per t € [t,t+ 0] per un 6 > 0. Poi, v(t,) € O e t, <t e quindi, se t,, —, t, y(f) € O.
Dunque () € O\ O = 90.

Esercizio 3. Sia (X,d) spazio metrico, A C X. Sia d(z, A) :=inf,ca d(z,a).
Provare che d(z, A) é continua e infatti Lip.

In effetti, da d(z,a) — d(y,a) < d(z,y) Vz,y,a, segue che d(z,A) < d(x,a) <
d(y,a) +d(z,y) VYa € A e quindi, passando all'inf, d(z,A) < d(y, A) + d(x,y).
Scambiando z ed y troviamo  d(y, A) < d(z,A) +d(z,y) e quindi |d(z, A) —
d(y, A)| < d(z,y) Vz,y € X.

Esercizio 4. Dati «, § > 0, sia

oyl
f(x,y) - $2+y2

se  x? 4yt #£0,
Provare che f é prolungabile con continuita in (0,0) se e solo se « + 8 > 2.

Se a+B8-2<0, f(tr,ty) = t**P~2f(x,y) non va a zero al tendere di ¢
a zero (se x° + y* # 0) e quindi f non é continua in (0,0).

Sia dunque o + 8 — 2 > 0.

Se a>2 ¢ flz,y) <|z|*%|y|® =220 0. Analogamente se 3 > 2.

Resta da considerare il caso a, < 2 . In tal caso, 0 := %H €
(0,2 min{a,3}) e possiamo scrivere

B 7

f(x,y) = T (l=° |yl*)

ove 0>0, a—6 >0, B—6 >0, a+ —20 = 2. Dalla diseguaglianza di

Holder, segue che, se 0<r,s, r+s=2 allora (prendendo p:= %, q:= %

nella diseguaglianza di Holder)
2 |yl < 22 + 22 <2 + 2 VoyeR

e quindi z[* 0 |y|f~? < 2% + y® e quindi z,y) < |z]° |y]® = 42120 0.
q +y



