AM210/2013-14: Tracce delle lezioni- Settimana XII
SISTEMI LINEARI A COEFFICENTI COSTANTI

Esponenziale di una matrice, matrice principale. Siano ,a;; € R.

Se A= (a;) : é et = = lim —

‘i,j:l,m,n

Tale serie converge nello spazio (di Banach) delle matrici M,,,, dotato della norma
N+p . N+p n
Al = sup ||Az|z perché | X %H < ¥ % <ese N> N,p e N.
l[=]l2<1 n=N n= '
Argomentando come per la serie esponenziale in C si vede che

AB=BA = B =cAeB

Ne consegue che ete™* = Td e quindi e” é invertibilee  (e?)™! = e~4. Inoltre,
d et+T)A _ gtA eTA_T ‘ 00 A"
—ei=lim ————— = M lim =M lim Y i =AM
dt 70 T ™0 T =0 — n!

Siccome e é invertibile per ogni t, e** é matrice fondamentale (anzi, principale)

per & = Az, che genera quindi il

flusso ’'lineare’ t — ez, 1z € R"
ESEMPI.
)\1 e 0 0o )\IT? e 0 6/\1 N 0
(Z) .A: 0 )\2 = eA:Z 0 %%“ — 0 6>‘2
0 ... A k=0 Y4 0 ... e
n 0 ... %
) (0 —p [ (F1FFF 0
(17) Se B = < 3 0 ) allora B = ( 0 (— 1)k
0 -1 k+1 22k+1 ) )
B2+ — ( (— 1)tk (=1) 0 g ) e quindi
00 (_1)kﬁ2k _1)k+162k+1 .
ef=3 o | EIET | = (CosO —sinf e se
—~ (—(12)1C 51)! (—12)k '5 sin cosf

_(a =B _ ; tA _ taZ tB _ ot [ COSPE —sinft
A_<5 Q )—aI—i—B ¢ c e e = <Sin5t cos [t



RIDUZIONE A FORMA CANONICA

Sistemi lineari n x n.  Data A := (a;;) matrice n x n, le resta associato il
sistema di n (EDO) in n incognite z; = x;(t):

&= Ax, ovvero  &;(t) = apx1(t) + ...+ apma,(t) i=1,...,n (EDO)
Sia & =Ax, P matrice n x n invertibile. Allora

/—/'\

Plz=Pli=P ' (Az) = [P'AP|P ‘2
Ovvero, posto  y(t) := P~ 'z(t), (EDO) si riscrive nella forma equivalente
y =[P APy

Come noto, scelte opportune di P permettono di portare A in forme piu semplici,
le forme canoniche. Ad esempio, se A ha n autovettori & linearmente indipendenti,
corrispondenti ad autovalori A;, e P ¢ la matrice che ha per colonne gli autovettori,
allora P~' AP é matrice diagonale, con elementi della diagonale dati dai \;.

IL CASO GENERICQO: autovalori distinti, sistemi diagonalizzabili

Siae;, i = 1,...,n base canonica di R". Sia  D(Aq,..., \,) := (Meq, ..., \pen)
(matrice diagonale avente Aj,...,\, come elementi sulla diagonale principale). Il
(pit semplice) sistema differenziale

# =D, ., \a)z 2(t) = (@1 (1), .. ., za(t))

é formato dalle n equazioni disaccoppiate Ti = \iTi, 1=1,...,n.
Il sistema ammette quindi le soluzioni
2t = elite;, 0, in forma matriciale, z(t) = Px(0)

Queste soluzioni sono a Wronskiano diverso da zero e quindi formano un sistema
fondamentale e ogni altra soluzione é della forma

n
x = Z cetite; = (cle’\lt, . ,cne’\"t) , ¢ €R ( Integrale Generale )
i=1

Se tra i A; ve ne é uno complesso, diciamo A = a+1i8 € C, a questo corrisponde
I'equazione (per la funzione incognita -complessa- z(t) = x(t) + iy(t))

) = &(t)+ig(t) = Az(t) = (a+if)(x(t)+iy(t) = (ax(t)—Py(t))+i(Bx(t)+ay(t))
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ovvero il sistema di due equazioni nelle funzioni incognite-reali- = ed y:

Tz = ar— Py *
y = [Br+ay *

L’equazione 2 = Az, ha le soluzione -complesse-

2(t) = x(t) +iy(t) = (2(0) + iy(0))e™ TP = e (2(0) + iy(0))(cos Bt + isin Bt) =

= e™[(2(0) cos Bt — y(0) sin Bt) + i(y(0) cos Bt + z(0) sin 3t)]) ovvero
z(t) = e (x(0)cos Bt — y(0)sin [t) @
y(t) = e (y(0)cos Pt + (0) sin ft) Q
Se A ha n autovalori reali distinti, allora 4 ha una base di autovettori v € R"
(vedi in Appendice). L’Integrale Generale del sistema T = Ax si scrive
> et ¢ eR (Integrale Generale)
i=1

Per provarlo, introduciamo la matrice (invertibile) con colonne gli autovettori v':

P = (1;1, e ,v”) = (U;.)i,j:h“’n = (Pey, ..., Pey,), Pl = ¢
E P lAPe; = P LAV = P10t = ey ovvero \;e; € la i-esima colonna di

P-1AP. Dunque
P AP = (Me1, ..., Mnen) =Dy, M) (forma canonica)

ese d=Ar e y=Plz, ¢ x=Py ¢ y=Pli=P A o
quindi

=P APy =D(\,..., \)y e quindi y=> cetite;

i=1
e lintegrale generale di & = Ax siscrive P (Zf;l cie*itei) =" ettt

Piu in generale, supponiamo che A abbia n autovalori semplici, diciamo ¢ au-
tovalori reali y;, ¢=1,...,9 e 2p> 2 autovalori complessi, ¢+ 2p=n
(notiamo che se A = a + i3 é autovalore complesso allora anche A\ = a — i3 lo
é, perché A é matrice di numeri reali e quindi il suo polinomio caratteristico é a
coefficenti reali).

Siano Aj, A\; j =1,...,p gli autovalori complessi e p;, i =1,...,q gli autovalori
reali di A. A tali autovalori corrispondono n autovettori linearmente indipendenti,
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diciamo v/, %/, j=1,...,p, u', i=1,...,q: notiamo che mentre u’ € R,

v =&+, &) € R" sono vettore in C" e compaiono in coppie complesse

coniugate giacché ~ Av! = \jo! < A =\, Siha

A& +iAn = Av) = ! = (o +148;) (& + i) = ;& — B’ +4(8,6 + ) =
ALY = o8 — By, A’ = 3;¢ + a;n’

Sia ora P = (51,771,...,fp,np,ul,...uq)

la matrice (n x n reale) avente le prime 2p colonne formate dai vettori parte reale
e coefficente dell'immaginario degli autovettori corrispondenti ai \; e le rimanenti
q colonne formate dagli autovettori reali. Ovviamente tali vettori sono linearmente
indipendenti e quindi P ¢é invertibile. Mostriamo che

PIAP =

(04161 — Bieg, Bier + azes, . .. y QpCp — ﬂpeerla Bpep + Qplpr1,  H1€2p41, - - 7Nq€n)

(P~YAP é qui, come altrove, descritta come n-upla di vettori colonna). E questa la
forma canonica di A in presenza di autovalori distinti, reali o complessi.
Verifichiamolo:

P lAPe, = P 1A =Pt (04151 - 61771> = aje; — Pieg

P_lAP€2 = 73_1./4771 == P_l (ﬁlﬁl + 0517’]1> = 5161 —+ 1€9

e cosi via fino alle colonne di posto 2p — 1 e 2p.  Per le altre si trova invece
P APeypri = pi€apri

Posto y = (7,&,n7) € RIx R? x RP, il sistema =P ' APy si disaccoppia nelle
g equazioni e nei p sistemi 2 x 2

& = & — By

Ti = i 1=1,...,q .
i = 05§ +aym;

le cui soluzioni sono

B " z;(t) = e (x;(0)cos Bt — y;(0) sin 5;t) v
z; = 2;(0)e" € y;(t) = €' (y;(0) cos B;t + ;(0) sin 5;t) v

Ecco 2p + ¢q soluzioni che, come si vede subito, sono a Wronskiano diverso da zero
e quindi formano un sistema fondamentale per il sistema in forma canonica e che,
applicando P, fornisce un sistema fondamentale per & = Ax.



Comportamento asintotico del flusso lineare t — e™z,, z, € R".

Dalla espressione esplicita delle soluzioni, vediamo che se gli autovalori A; di A,
a8, €C,j=1,....p p;€R, j=2p+1,...,q, sono tutti semplici, allora

e =10 0 & Re Aj<0 Yy

Diamo una dimostrazione di questo fatto, ancora basata sulla semplicita degli auto-
valori, ovvero sul fatto che A abbia (vedi sopra) unabase (&', n',... &7, nP u', .. u?)
di "autovettori’. Partiremo dal fatto ben noto che, se f; é base in R", allora

<Z i fi, Z yjfj> = Z x;Y; é un prodotto scalare su R"con norma associata
i J J

| Sixifil? :==3;2?. Siaora (-,-) il prodotto scalare associato agli 'autovettori’
di A. Siccome AL = ;&7 — By, An? = ;8 + ajnf si ha

(AF.&) =a;, (A7) =8, (AP, &) =p;, (A1) =a;
equindi (A (Shy @ + a1 + gy 00 ) Sy 2580 + 21 + Ty 200 ) =
p
ZOd iC +x//2 Zﬁ] ! I/+Zﬁj ! ”_|_ Z /’Lj ] = <A£C,x> Sm?X%e)\J‘xP
i=1 1=2p+1
Ma allora, se & = Az, posto (t) := 3|a(t)?, risulta  ¢'(t) = (&(t),z(t)) =
= (Aa(t), 2(t)) < —Lola () = —bp(t) e quindi

(log p(t))’ < =6 e quindi ;\x(tﬂ? < o(t) < p(0)e%

Lemma Sia A matrice reale n x n, \; = a; + i3; i suoi autovalori. Esiste un
prodotto scalare in R® (..., ...) tale che

min; o; < (Lz,z) < maz; o (z,z) Vr e R"

Tale Lemma assicura, come sopra, che se gli autovalori di .A hanno tutti parte reale
negativa allora lo zero é equilibrio asintoticamente stabile per il sistema Ax.

Teorema Sia A matrice reale n X n. Se ogni autovalore di A ha parte reale
negativa allora ogni soluzione del sistema & = Ax  tende esponenzialmente a
zero al tendere di ¢ a piu infinito.



STABILITA/INSTABILITA DI UN EQUILIBRIO
Data fe€ CYO,R"), O CR"™ aperto, sia

V) =f0"1) in (T (2),t7(x),  (O0)=z  (PC)

La funzione

(Pt<x> = (p(l‘,t) = Vx(t% r€0, t€ (tf(I),tJr(LL’))

si chiama flusso generato dal campo f: V2 € O, t — gi(x) = 7*(t) ¢
la traiettoria passante per x al tempo t = 0. Se tf(z) =+cc VreO, la
r — @) é una famiglia di omeomorfismi di O in sé dipendente (in modo

continuo) dal 'parametro’ t. Infatti ;' = ¢_,. E questo un caso particolare
della seguente proprieta (di gruppo) della famiglia di omeomorfismi

Pt © Pr = Pttr

Ci6 segue dalla unicita della soluzione del Problema di Cauchy. Infatti, (¢ (z))
é la soluzione, al tempo ¢, passante per ¢, (z) = v*(7) al tempo t = 0. Ma, detta
A(t) :=~"(t+7), siha

A(t) =37t + 1) = fO(t+ 1) = f(3(),  F7(0) =17(7)

cioé, anche 4 é soluzione del problema di Cauchy passante per v*(7) al tempo t = 0.
Quindi, per 'unicita della soluzione del problema di Cauchy,

oi(r () = () =7 (t +7) = ry-(2)

Equilibrio di un sistema dinamico.
Se f(z) =0, allorax(t)=7 VteR ¢é (I'unica) soluzione del problema
di Cauchy

i(t) = f(z@t), z(0)=7 (%)
ovvero ¢(Z) =T per ognit. Tale T si dice equilibrio  per il sistema differen-
ziale & = f(x).

-T ¢ equilibrio stabile se per ogni Br(T) C O, 3p < R tale che

o= f(z), x(0)e€B,(T) = 7 (T)=+00 e z(t) € Br(T) Vt>0

-rg € equilibrio asintoticamente stabile se esiste B, C O tale che

o' = f(z), x(0) € B,(x) = tT(xo)=+o0 e x(t) =3,



Il Teorema di stabilita di Lyapunov

Sia f € CHR",R"). Sia f(z) =0.
Supponiamo esista una g € C(B,(T) NCY(B,.(T)\T) funzione di Lyapunov, cioé
tale che

(i) g(x) > g(T) Vr e B.(T)\T ( cioéT é minimo locale stretto per g)
(ii) (Vg(z), f(x)) <0 Ve B.(T)\T

Allora T € equilibrio stabile per il sistema & = f(x).
Se, di pit, in (ii) vale la disequaglianza stretta, allora tale equilibrio € asintoti-
camente stabile.

Prova. Sia m := 0 inf|| }g. Dalle ipotesi segue che m > ¢().
T—xq||=r

Sia  p<rtaleche g(zx)<m:= %g@) Vo € B,(T) esia
() = F(F@), 7(0) =z € By(T)
Siccome v*(t) € B,.(T) per tempi piccoli, é definito
T =:sup{t >0:|y"(7) —Z| <r Vr<t}

Se T ¢ finito, 4* ¢é definita in T' e, per continuitd, ||v*(7) — Z|| = r e quindi
g(v*(T) > m > m e questo ¢ impossibile perché

vi(t) € B.(z) Vtel[0,T] = g(7¥*(t)) é decrescente in [0,T]

e quindi g(y*(7T)) < g(x) <m. Dunque T = 400, ovvero T ¢ stabile.
Proviamo ora che se vale la diseguaglianza stretta in (ii) allora

reB, = ~%t) =50

(possiamo supporre, senza perdere in generalitd, che T = 0 e g(0) = 0). Sia
wi(x) =~*(t) il flusso generato dal campo f.  Basta provare che

tn——+00

re B, z,=¢ (x)=79"(t,) — zo0 = x7=0

Osserviamo innanzi tutto che, siccome v*([0,00)) C B, e g decresce strettamente
lungo le traiettorie, si ha

9(v*(t)) > lim g(7*(tn)) = g(xo) = lim_g(v"(t)) = inf g(7*(?)).
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Supponiamo poi, per assurdo, che o # 0.  Siccome zero é 'unico equilibrio in B,,
perché (Vg(z), f(z)) <0 Va € B, \ 0, e giacché g decresce strettamente lungo le
traiettorie, si ha che

g(v*° (1)) < g(zo) VE>0
Fissato ty > 0, per la dipendenza continua della soluzione dal dato iniziale, si ha che
Y =™ in [0,40] e quindi g(v*"(t0)) — 9(v*"(t0)) < g(wo)
Ma,

Tn = ¢, (1) =7 () = (e + o) = Protio (2) = @i (1, (1)) = 7 (Lo)

e quindi
9(xo) = lim g(v*(tn + t0)) = lim g(v"" (t0)) = g(v* (t0)) < g(xo)

Corollario: in un campo di forze conservativo i minimi locali stretti dell’energia
potenziale sono equilibri stabili
In un campo di forze conservativo F = —VV, V € C*R?) la dinamica é
regolata dalla legge

E(t) = F(z(t)) = =VU(2(t)) ovvero T =D, p=—-VU

1
L’energia totale (o Hamiltoniana) é data da H(z,p) = §p2+U($)

Gli equilibri del sistema, ovvero i punti critici dell’Hamiltoniana, sono  (x,0) ove
VU (z) = 0; ad esempio = punto di minimo locale per U.

Supponiamo che z = 0 sia un minimo (locale stretto) per 1’energia potenziale U.
Allora H é funzione di Lyapunov per I'equilibrio (0, 0), perché (0,0) é minimo locale
stretto per H, che é costante lungo le traiettorie.

Dunque (0, 0) ¢ equilibrio stabile.

Stabilita lineare. Sia f € C'(R™ R"), f(0) = 0.
Se gli autovalori di df (0) hanno tutti parte reale negativa lo zero € equilibrio asin-
toticamente stabile per il sistema & = f(z).
Prova. Come visto, esiste un prodotto scalare (-,-) tale che (df(0)z,z) < —d|z|?,
ove |z|? := (x,z). Dalla differenziabilita di f segue che

(f(z),2) = (df (0)x + o), z) < —g|x|2 per x  piccolo

Dunque g(z) := |z|* é funzione di Lyapunov in zero, perché  g(z) > g(0) = OVx # 0
e Vg)=2x = (Vg(x),df(x)) =2(Vg(x),df(x)) <0 se 0<]|z|]<<]1



COMPLEMENTI

Abbiamo osservato ch se P é matrice invertibilee > | ¢;y° ¢ Integrale Generale

diy=PAP 'y, allora
Z CiPZ/i
i=1

¢é Integrale Generale di & = Axz. Si tratta allora di trovare una matrice P che
riduca A nella forma pit semplice possibile, la sua forma canonica.

Cosi abbiamo proceduto nel caso diagonalizzabile. Si pué procedere in questo modo
anche quando, a causa della presenza di autovalori multipli, fosse impossibile diag-
onalizzare A (ricordiamo che anche in presenza di autovalori multipli A pué avere
n autovettori linearmente indipendenti e quindi essere diagonalizzabile: é questo il
caso se A ¢ simmetrica).

In tali casi la forma canonica risultera peré piuttosto complicata (forme di Jordan).

Ci limitiamo a considerare il caso
A ha un solo autovalore, reale, cui corrisponde un unico autovettore.

Cominciamo dalla situazione pit semplice, cioé n = 2.
Sia dunque A zero di molteplicitd 2 (molteplicitd algebrica di \) del polinomio
caratteristico di A, matrice 2 x 2 . Se la molteplicita geometrica di \, ovvero
dim (ker(A — AZ)) é uguale alla molteplicita algebrica di A\ (cioé é 2) cioé a A cor-
rispondono due autovettori linearmente indipendenti, allora A é, come sopra, diag-
onalizzabile.
Supponiamo quindi che A abbia un unico autovettore v. Cié implica che

Im(A—-)\T)={heR?: JucR? taleche Au— \u=h}
é un sottospazio di dimensione 1:  Im (A —\J) = {tu: t € R} per qualche u # 0.
Di piq,
Im(A-\T)={tv: t e R}

Questo perché Au — Au = tu = Au — (A +t)u = 0 e quindi £t = 0 ( A é I'unico
autovalore !) e quindi « é un multiplo di v ( v é I'unico autovettore !)

Dunque esiste u tale che Au — Au = v. In particolare, u € Ker(A — \Z)? ed u si
dice autovettore generalizzato. Sia ora

P = (v,u)

la matrice avente per colonne ’autovettore e I’autovettore generalizzato; ovviamente
P é invertibile. Si ha

P lAPe, =P ' Av =P v = Aey
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P lAPe; = P Au =P ' (Au+v) = deg + €3

Dunque
P AP = (Ney,e1 + Aey)

E questa la forma canonica di A. 1l sistema associato a P~1AP é
T = A\z +y, Y=y

Una soluzione di tale sistema é y = 0,2 = e*. Una seconda soluzione é y = e* e

quindi (zre )" = 1 e quindi z = te*. Tali soluzioni sono a Wronskiano non nullo
e quindi formano un sistema fondamentale. Dunque un sistema fondamentale per
& = Ax ¢é dato da

P (e”el) = My, P (te)‘tel + e’\teg) = teMv + eMu

Argomenti analoghi si applicano al caso piu generale in cui la matrice n x n A
ha un unico autovalore \ ( avente quindi molteplicita algebrica n) avente
molteplicita geometrica 1, cioé Au = Au ha una sola soluzione u; ( a meno di
multipli).

La proprieta chiave (che sussiste in effetti senza ipotesi sulla molteplicitd geometrica
di A e che diamo senza dimostrazione) é la seguente:

(" Ker(A—-)XI)"=R" ("
1. Una conseguenza di (!) é che
Ker (A= AI)* = Ker (A—)\D)*' = Ker(A—XI)"=R"

Infatti, u € Ker (A—X)"? = 0= (A - X" (u) = (A — XD (Au — M)
= (A-XD)'(Au— ) =0 = wueKer(A—X\)"" = Ker(A—- )"

2. Una conseguenza di  dim [Ker (A—AI)] =1 é che
(+)  dim |[Ker (A—\D)*""| = dim [Ker (A= M) +1
se  Ker(A— \I)" é sottospazio proprio di Ker (A — AI)"".  Infatti, da
Ju - (A=XD)*" () =0, (A=XD)"(u)#0
segue
0=UA-XD)"" W) =A=-X)(A=XD)"(u) = (A—=AD)"(au)=1u

per qualche a # 0. Ugualmente (A — D) (@) =0 = (A-\D)"(Ba)=1u
per qualche 8 # 0 e quindi  au+ fu € Ker (A — )\I)k.
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In particolare, da (!) e 1., segue che allora (+) vale per ogni k < n.

3. Una conseguenza di 2. é che
(A= \T) [Ker (A= ATD)*| = Ker (A - \T)*

Intanto, u € Ker (A — D) = (A= XD)* (Au— X u) =0 cioé
(A=AT) [Ker (A= AD)**'| € Ker (A= AT)*.  Poi, usando 2.,

dim [Ker (A= \T)] =1 = dim [(A - \T) (Ker (A— A\T)"")| =

= dim [Ker (A= \T)*"'] — 1 = dim [Ker (A — A\T)"]

Da 3. segue che esiste us tale che Aus — Aus = uq, e poi, iterando, per ogni k < n
esiste ug1 € Ker (A — )\I)kJrl tale che Augiq — A\ugy1 = ug.
Sia ora

P:(ul>"'7un)

la matrice avente per colonne 'autovettore u; e gli autovettori generalizzati
ur k=2,...,n. Siccome

PrAPe; = P Au, = Py = Ay

P APe;, = P Aup = P (Aug, 4+ up—1) = ey + €1, k=2,....n

concludiamo che
PYAP = (Nei, deg +e1,..., en +en1)

ove P~LAP ¢ descritta come riga di vettori colonna. E questa la forma canonica
per A.

Ora, il sistema differenziale associato a P~' AP é

1= +Y2, Ye=A2+Y3, ... Un-1=AUn-1+T Un, Yn = AYn

Iterando il calcolo effettuato nel caso n = 2 troviamo per tale sistema le n soluzioni

(M 0, , 0)
(ter M0, .. , 0)
(t2€)\t, teAt, )\t, O’ , 0)
(tn A 2N )
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Tali n soluzioni hanno Wronskiano evidentemente diverso da zero e quindi formano
un sistema fondamentale da cui, applicando P, si ottiene un sistema fondamentale
per & = Ax.

Base di autovettori. Ricordiamo qui un fatto ben noto: se una matrice n x n
complessa A ha tutti gli autovalori distinti allora ammette una base di autovettori.
Sian=2esial =X\, An=pun. Se £ = an, allora

N=Al=aAn=aun=p = A=u
Supponiamo, induttivamente, che ’affermazione sia vera per le matricin—1xn—1.

Siano AL = N\, &0 #0, j=1,...,ncon \; # ), sei # j. Supponiamo che gli &

non siano linearmente indipendenti, diciamo  §" = ?;11 ¢;&. Possiamo supporre,

eventualmente sostituendo ad A la matrice A — A\, Z che A\, = 0 e quindi
n—1 ] n—1 ) )

0=A¢" = Z c;§ = Z ciN;&’ e quindi gli &’ sono linearmente dipendenti
j=1 j=1

contraddicendo 'ipotesi induttiva.
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