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1. Una successione di funzioni f,,(x) converge puntualmente ad una funzione f(x) su
un certo insieme 2 se V z € 2 si ha che

lim f,(z) = f(z) .

n—oo

In particolare f,(z) converge puntualmente alla propria funzione limite sul proprio
insieme di convergenza puntuale A.
fn(x) converge uniformemente ad f(x) se

sup | fn(z) — f(z)|—n—00 0.
TEA

Con tali concetti in mente possiamo partire con la risoluzione dell’esercizio.
NB. Nel testo del tutorato le f¥(x) son state denominate semplicemente f¥ per
motivi grafici.

0 se >0
(a) fo =€ —nse fl(z)= :

1 se =0
La convergenza non é, dunque, uniforme su tutto [0, 4+00) perché la funzione
limite non é continua. Tuttavia se consideriamo un § > 0 abbiamo che la

convergenza ¢é uniforme su qualsiasi intervallo del tipo [, +00) in quanto

7nx’_ —nd

sSup ‘frll(x) - fl(w)| = sup |€ (*)e ——n—o0 0

x€[6,+00) x€[d,+00)

ove (x) é giustificato dal fatto che fl(x) é una funzione decrescente in A ;

(b) fTQL = %X[—n,n]—>n—>oo f2(l') =0 VzeR.
La convergenza é uniforme su tutto R perché
’ 1 1

—X[-nn]| = = n—oo 0;
n n

sup | f2(z) — f*(z)| = sup
AN z€ER

(C) fE’L = X(07l}—>nﬁoo fg(fE) =0 VzeR.
La convergenza non é uniforme su tutto R in quanto V n € N

sup | £, (x) — f*(x)] = sup \X(o L
TEA z€R

1
C’¢é tuttavia convergenza uniforme in (—oo,0] U [0, +00) V § > 0 perché

1
se n>5,

s [fi@) - )= sy
€ (—00,0]U[d,+00) € (—00,0]U[d,+00) "

La convergenza non é uniforme perché

> ]f4( )\ = N—p—oo OO .

4 —
suplf(@) = 1*(a)] = sup |25




La convergenza é, perd, uniforme in ogni sottointervallo compatto del tipo
[-M,M] ¥V M > 0, perché, essendo le f} crescenti raggiungeranno il valore
massimo agli estremi dell’intervallo considerato e dunque

x M
sup  |fa(@) = fH @)= sup | 5|="F—nsoe 0
z€[-M,M] ze[-M,M] T n
Per calcolare
sup | £3(x) — f3(x)| = sup | ——
TEA zeR | T“ + N

studieremo la derivata di f2(x) :

n—$2

D[f3(x)] =
quindi f3(x) ha un massimo quando z = y/n. Dunque

5 5 __ | £5 — @ — L
sup | £3(a) — P(@)] = (VA = 1 = 5= 0.

Pertanto la convergenza é uniforme su tutto R ;
Procediamo come fatto per I'esercizio precedente calcolando la derivata di f5(z) :

2 2

n®—x 9 9
WZ(H:M% —z2°20<= n<zxr<n
(22 +n?)

DIfS(x)] =
quindi f9(x) ha un massimo quando z = n. Dunque
sup [ f(z) = fO(@)| = 1fa(n)| = 5 5 = 5-—nee 0.
xEA n

Pertanto la convergenza é uniforme su tutto R ;
0 se x¢7Z
7 n 7
= cos"(x)— x) = .
In @) =00 (@) {1 se T € 2nZ

Essendo le f7(z) periodiche possiamo restringerci a studiarle nell’intervallo
[0, 27] .

Sicuramente non vi é convergenza uniforme su tutto 'intervallo, perché non vi é
convergenza puntuale in x = 7 e la funzione limite é discontinua a differenza
delle f7(z). Per6 la convergenza é uniforme se consideriamo

Is=[0,m—0|U[r+62r—3d] Vo>0
perché

sup | £1(2) = £7(2)| = sup | cos™ ()] = 005" () —+nsoc 0 :
zels z€ls

0 se x#0

8 _ 1 8 —
fn_m—hlﬁoo f(m)_{l se .’L':O

La convergenza non é, pertanto, uniforme in quanto le fff(ac) sono continue su



tutto R mentre la funzione limite non lo é. Tuttavia la convergenza é uniforme
in ogni insieme del tipo Js = (—oo0, =] U [d, +00) ¥ § > 0 in quanto

1 1
< sup m:(*) W—hz—)oo

sup \fg(ac) - fs(x)| = sup nxQ—l—l‘ u
z€Js

zeJs z€Js

ove (x) é giustificato dal fatto che # é strettamente cresecente per x < 0 e

strettamente decrescente per x > 0 ;

fg = %X[n,n—&-%]—)”—ﬂx’ fg(x) =0 VzeR.
La convergenza é uniforme su tutto R perché

1
9 9
_ — - < = .
Sup [fu(z) = [ (2)] Sup ‘nx[n,nﬁ] S e 0
20 =arctan(n® — 2)—p 0 fO(2) =% VzeR.

La convergenza non é uniforme su tutto R poiché

sup \frlbo(:):) — flo(x)\ = sup arctan(n2 — (n2 +n)——|=

TEA z€R

arctan(n® — z) — g‘ >

o] 3

arctan(—n) — g

Cé per6 convergenza uniforme su intervalli del tipo
qunato, essendo le f19(x) decrescenti, abbiamo che

——n—oo ‘_

—~ 03

—o0,M] ¥ M > 0 in

sup  |f0%x) — f%%) = sup |arctan(n® —z) — T =
x€(—o00,M] z€(—o0,M] 2
2 7-(-
= |arctan(n® — M) — 3 —n—oo 0

= sin(mna?)e " —5, 0o f1(x) =0 V z € R. La convergenza non é

uniforme su tutto R in quanto
2
> i (n () ) () | - 2
sin [ | — e = —.
- V2n Ve

Tuttavia la convergenza é uniforme sui Js5 dell’esercizio (h) V 6 > 0 in quanto

o
3

777,1‘2

sup | fal(z) — f(z)] = sup ‘sin(wnxQ)e
€A zE€R

sup ]f%l(a:) — fll(x)\ = sup sin(wan)e_mQ < sup ]e_”x2] — o1 — oo 0
:L‘EJ(; xGJ[; IEGJ(;

3 2,.2
2= %—m_ﬂm f2(z) =0 Vx €R. La convergenza non ¢ uniforme

su tutto R perché

sin(n?z?)

n2x? +1

S fﬁz (:L)‘ _ sin2(1) .

sup | fo?(z) — f'%(z)| = sup
TEA z€eR

Vi é perd convergenza sui Js5 dell’esercizio (h) V 6 > 0 in quanto

sin(n?x?)

n2z2 +1

1 1
< sup

12 _pl2 — =
sup ’fn ((13) f (.Z')‘ sSup — e s n22 +1 n262 +1

z€Js zeJs




1 z=0

n
La convergenza é uniforme su R ~\ {0} perché

sin(nx) 0

sin(nx n|x 1
sup [ [B(@) — fB(@)| = sup | T L, 0
z€A zeR~{0} | N°T zeR~{0} T lz|  n
sin(n) x#0 0 se z+#0
O ST e
1 xr=0 1 se z=0

La convergenza non é uniforme perché le f}4(z) sono continue su tutto R, mentre
la funzione limite non é continua. Tuttavia la convergenza é uniforme su Js
dell’esercizio (h) V 6 > 0 in quanto

sin(nx 1 1
sup [f4(2) — ()] = sup |22 <y L1 o,
zeJ;s zeds| NI veds nlz]  no
vn 0<z <=
(0 f> =11 <x<1_>’H°° @) = 4= Ve (0,1].

Nz
Poiché la funzmne f*2(z) non ¢é limitata in (0, 1] abbiamo che la convergenza
delle £1%(x) non é uniforme su (0, 1].

2. L’insieme A di convergenza puntuale di una serie di funzioni f,,(x) é l'insieme di tutti
i valori di x per cui la serie converge. Per determinare la convergenza uniforme della
serie di funzioni ci avvarremo del fatto che la convergenza totale implica I'uniforme,
in quanto é pit semplice verificare che una serie di funzioni converge totalmente
rispetto a vedere che converge uniformemente (tuttavia vi sono degli esercizi in cui la
serie di funzioni non converge totalmente : nella loro risoluzione calcoleremo a mano
la convergenza uniforme.)

Abbiamo che una serie di funzioni converge totalmente sull’insieme A se

Zsup|fn )| < oo

n>0 Z‘e

Partiamo con la risoluzione dell’esercizio :

a) E n” : é la serie armonica generalizzata e quindi converge per x € (—oo, —1)
n>1
in quanto

1
Y —<ocoe=a>1.
n>1

La convergenza non é uniforme (e quindi nemmeno totale) in tale intervallo
perché se x = —1 la serie diverge.

Vi é perd convergenza totale (indi uniforme) sugli intervalli del tipo
(—o0,—1—9], § >0, in quanto

Z sup In®| = Z n 170 < oo ;

n>1TE€(—00,—1-4] n>1

(b) E e ™ : é una serie geometrica di ragione e~* e dunque converge se e solo se
n>0

e <1l<=2x>0.



La convergenza non é uniforme (dunque nemmeno totale) su (0, 4+00) perché la
serie non converge ai bordi dell'intervallo. Vi é per6 convergenza totale (dunque
uniforme) negli intervalli del tipo [0, +00) ¥V ¢ > 0 perché

Z sup |e ™| = Zefms <00 ;

n>0 TE[6,400) n>0
z sin(nx . s
Z # : La serie converge su tutto R perché
n
n>1
x sin(nz)
2

>

n>1

1
§|$|Zﬁ<oo

n>1

n

La convergenza non ¢, perd, uniforme (e quindi nemmeno totale) su tutto R
perché il termine n-esimo non tende uniformemente a 0 in quanto

n?sin(n?)

2

xsin(nz)

= |sin(n®)| /=00 0

sup

zeR n

n

Tuttavia sui sottointervalli compatti [—M, M], M > 0, la convergenza é totale
(e quindi uniforme) in quanto
T sin(nx T 1
# sup % =M Z — < 00 ;
n>12€[-M,M] T n>1"

V 1-— .’E2k 1—x2k

Z ——5— : La successione fi(r) = ¥—5— ¢é continua V z € [-1,1]. Su
k>1
tale intervallo la convergenza é totale (indi uniforme e puntuale) in quanto

sup
n>1 J?E[—M7M]

n2

V1 — g2k Z 1 -
o N o 2 S 095
k>12€[=11] k E>1 k
1 . .
Z —5 5 5 : La serie converge V x € R. La convergenza ¢ totale su tutto
= n?(1+n2z?)
R in quanto
1 1
SUp | 5 ———5 57| = — < 00
S| | = X

n>1

e quindi anche uniforme ;

1
7; 2n=1/1 + nx’

é totale (indi uniforme e puntuale) su tutto R>o in quanto

1 1
sup

= < 00 ;
nzz:lxeRZO 2n=1/1+ na 1; 2n—1

x> 0: Le fy(x) sono continue su tutto R>g. La convergenza

Z M : Essendo
=i n(n+1)

1
n2+n

[ fn(2)| =

cos(nz) ’
n(n+1)

1 1
‘ <3 ilelglfn(:v)l <3

la serie converge totalmente, uniformemente e puntualmente V z € R ;



(h)

arctan (£
Z J : La serie converge totalmente su [—M, M|, M > 0, (e quindi
n
n>1
anche uniformemente e puntualmente) in quanto

arctan % M
=2 ()S(**)Z 5 <0

n

1, z
sup arctan (n)

n>12€[~M,M] n

ove (*) é vero in quanto l'arcotangente é una funzione crescente e (xx) é vero in
quanto arctan(z) < x . Per la stima (xx) abbiamo che la convergenza puntuale
in realtd vi é V x € R. Tuttavia su tutto R non vi é convergenza uniforme in
quanto

2N -1 z 2N—-1 gret 2N-1 2N -1
t arctan
sup| 3 amn(rz)|2(***) mz(****) arctan(1) 3 = (o
n n n
z€R n=N n=N n=N
2N—
T 1 T 1 T
2 Y & R R 1) = = .
- ; oN ~1aontE =g

N volte
Le stime sono vere in quanto
e In (% * %) abbiamo semplicemente detto che la successione calcolata nel sup
é > della successione calcolata in un qualsiasi punto ;
e In (x * %) abbiamo stimato % > ﬁ in quanton <2N —1;
e In (% * % % x) abbiamo adoperato la stima precedente in quanto n < 2N —1
cidicechen<2N:>%>ﬁ.

Dunque non vi é nemmeno convergenza totale su tutto R ;

-1
Z < e 5 — (n )z 2> : B’ una serie di funzioni continue su tutto R.
S\ 4 1+ (n—1x

Osserviamo che la serie data é telescopica :

n
:Z nT R S(z) = 0 se =0
= T 14 na2 " 1 se z#0

quindi la serie converge puntualmente in R alla funzione S(x). Essendo f,(x)
continua su R anche S, (z) lo é, mentre S(z) non é continua in 0. Quindi la
serie non converge uniformemente (indi nemmeno totalmente) in R.

2" (sin(z))?" o
Z(—l)"_lu7 x € {—, ] : La serie di funzioni é continua nell’in-
= n+1 66
tervallo considerato Siccome per |z| < % abbiamo che |sin(z)| < 3 abbiamo
che 2sin®(z) < 4 Vz € [-Z,Z] . Dunque

n(a} 2n
ML C e
ze|-%,%

6°6

[fn(2)| = ‘(—1)”_

Tale stima ci dice che

Z sup

n>12€[-§,§]

n-12"(sin(z))*"

(=1) n+1

1
§Z27<m
n>1

dunque la serie converge totalmente, uniformemente e puntualmente

Vo € [-§, §]-



3. Abbiamo che

arctan (£ T
sup (n) S T 7n—oo 0
R n 2n
Inoltre
fr(x) = ! — 0 VzeR e sup 1—> 0
n TL2+ 92 n—oo »cR TLQ“F.TQ n2 n—oo

Sono dunque verificate le ipotesi del teorema di derivazione per successioni di funzioni
(convergenza puntuale delle f,(z) e convergenza uniforme delle f/ (x)), per cui

lim f)(x) = (nh~>n(%o fn(:n)), VzeR.

n—oo

Consideriamo ora g, (z) : Abbiamo che g,(z)—n400 OV 2z E€R .
Per verificare la convergenza uniforme calcoliamo il sup di g,(x) mediante la sua
derivata :

2.2 1 1
gh(x)=(1—-42’n?)e™®" " >0e=1-42*n* > 0= —— <2< —
2n 2n
ergo la successione ha un massimo in z = -, quindi
2n

1
en

NG

Quindi la convergenza delle g,,(z) é uniforme V z € R. Tuttavia

6.2.2
sup |ze 2n°®

z€eR

0 se z#0

gn(z)=(1- 4x2n2)e_2”2x2 — oo
1 se z=0

e quindi non pud esservi convergenza uniforme su tutto R perché passando al limite
si perde la continuitd. Dunque
/
7}1_{1309;(:0) = (nh_{gogn(x)) VaeRNA{0}.

4. Ricordiamo che il raggio di convergenza r di una serie di potenze E an z" é pari a
n>0

1
p=— = — lim 2

limsup {/|a,| " dnt1

Trovato il valore di tale limite avremo che la serie converge per |z| < r . Per vedere
cosa accade sul bordo dell’intervallo di convergenza (—r,r) bisogna studiare la serie
con ¢ = =7 e vedere se converge .

2n)!
(a) Z @x" : Abbiamo che
n>1 "
(2n)! (n+1) 1\"
r:lim%:lim (1—1—) =0
n—00 (ﬁ-;ﬁll n—oo (2n + 1)(2n + 2) n

quindi la serie converge solo se x =0 ;



(b) Y (34 (=1)™)"a™ : Al solito

n>0
T = 1 _ 1 1
limsup {/(3 + (—=1)7)» lig;sipz’) +(=D)" 4

n—00

ci dice che la serie converge per |z| < %. Ai bordi dell’intervallo la serie non
converge perché il termine n-esimo non tende a 0 per n — oo ;

Z(Cos(e_”) —1)2" : 1l raggio di convergenza é

n>1
1 1 1
T lim sup {/|cos(e=™ — 1] - limsup {/1 — Cos(e*”):(*) e N
n—00 n—00 lim sup + o(e=2n)
n—o0 2
1
= 7_2 = 62
) e
lim sup —
n—oo /2

avendo sfruttato in (%) lo sviluppo di McLaurin cos(z) = 1— z” +o(2?) . Dunque

2
la serie converge per |z| < €2.
Ai bordi dell’intervallo la serie non converge in quanto il termine n-esimo non
tende a 0, essendo

se™) -1 1 s(e") — 1
g ST =L L gy sl =Dy
n—00 e—2n 2 n—00 e—2n
n410g(n)
— : Effettuiamo la sostituzione y = % cosi da ottenere
x

n>1

Z n4 log(n) yn

n>1
il cui raggio di convergenza é
1 1 1
r = e = =
. 4log(n) 4log(n)
lim sup v/ n4log(n) limsupn™ » . log (n n )
n—o0 =00 limsupe
n—oo
1
- . 4 logQ(n) -
limsupe™ =
n—oo

Dunque la serie converge per |y| < 1. Anche in questo caso la serie non converge
sul bordo dell’intervallo in quanto il termine n-esimo non tende a 0 per n — oco.
Tornando alla variabile x abbiamo che

1
-I<y<l=-1<—-<l<=z<-1 A zxz>1
T

quindi la serie converge per z € (—oo, —1) U (1, 4+00) .



