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1. Al solito specificheremo gli sviluppi utilizzati per lo svolgimento dei limiti esercizio

per esercizio :

L e (=2) Gl sviluoni che o | N
(a) lim & (cosh(z) — 1) sinh(z) - i sviluppi che ci interessa utilizzare sono
oe‘le—x+7—F+o(gg3) ocosh(x):1+%+o(az3)

o ln(1+x):x—§+x—;+o(x3) o sinh(m):x+%3+o(x3)
Utilizzandoli abbiamo che

7x+1n(x+1) l‘ml_x_{—%_%—i_ —%4‘%—14-0(1’3)
= 11 =

:}"igé 2(cosh(x) — 1)sinh(z) 2—0 9 (1 +5 -1+ 0(33‘5)) (95 + % + O(Ig))

3 3 3 1
— lim &+ 5 +o(x’) :hmg—i-o(l):l_

220 (42 4 o(23) (x + %3 + O(m:s))) =0 1+ o(1)

4 cos(2x) +sin? (2Z) —1
[ (‘/5) } : Gli sviluppi che dobbiamo utilizzare sono

b) li

(b) sy z(e?* — cosh(2z) — 2x)
oef‘:1+x+%2+%3+o(az3) ocosh(x):1+%+o(x3)
e cos(z)=1-— % + g—i + o(z?) e sin(z) =x — %3 + o(x%)

cosi da ottenere che

4 [cos(2x) + sin (—) — 1}
Ty z(e2® — COSh(QJU)\C 20)

4 (1 — 222 +3ZL‘ +(\fx 33+0( 3))2—1—1—0(304)}
= lim

20 x(1—|—2x—|—2m2—|—%m3—1—21:2—2x—|—0(x4)>

4 {—2:E2 +2 2+ 222 — Jat + O(SU4)} ~ 16
3 24+ o(z?) =0 54 o(1)

= lim
x—0

h - tan(x3
(6 cosh(y/z) — G cos(v'x)) tan(z”) : GIli sviluppi che dobbiamo utilizzare

1
(©) I 2 (2) = T arcsin(z)
sono
e arcsin(z) =z + % + o(x?) e sin(z) =z — %3 + o(x3)

o tan(z) =z + oz(x) i
e cos(z) =1— % +o(z?) e cosh(z) =1+ % + o(z?)



per concludere che

lim (6 cosh(y/x) — 6 cos(y/7)) tan(x?) _

=0  15sin?(x) — 15arcsin?(z)

6(L+%+o(x )) —6(1—%+o(x))) (z°+ o(z?))

s (e- % 4o ) —w(m+%+n@%f
o\xr

(o)
$H015<x2—%—x—x3

(23)) i 62" + o(z?) i 6+o(1) 3.
+o(z )) z=0 —10z4 + o(2?) 20 —10+o0(1) 5’

arctan(sin(z)) — x cos(x)

,  «a € R : Gli sviluppi da utilizzare sono
a—0+  gb-lel arctan(cos( )) PP

e arctan(z) =z — ? +Z g +o(z°) e cos(z)=1-— %2 + % + o(z)
3

o sin(r) =z — % + % + o(x%)
Applicandoli abbiamo che

. arctan(sin(x)) — z cos(x)
lim =
a—0t  x0-lelarctan(cos(x))

. arctan (m - %3 + %50 +0(x5)) —x (1 - %2 + % + 0(935)) B
z—0+ x6-lol arctan(cos(z))

3 5 3 3 5 5
; g om LT+ o) +1(r- 5+ g o) +o(d)
g 1m =

a—0+ x6-lel arctan(cos(x))
55320 -5 Hol?) + 5 + o) 2 4 ofa?)
lim = lim =
a—0+ x6-lal arctan(cos(z)) a0+ z6-lol arctan(cos(z))

211 4 oalol 1) 0 se a € (—oo,—1)U(1,+00)

o0+ 3arctan(cos(x)) S
+oo se a€(—1,1)

NB. In questo esercizio, fermando gli sviluppi prima del quinto ordine avremmo
semplicemente scoperto che il numeratore é un o-piccolo di z*. Sono cose come
queste a doverci far capire che dobbiamo aggiungere termini allo sviluppo, perché
altrimenti non giungiamo ad una determinazione precisa del limite.

2
ez —1 1\*
i ———— |In(14+ — : B d
© e 3)-2 {n< " 4x) ] ssendo

1 X
lim In (1—1—4) = lim In

T——+00 x xr——+00

1 4z | 2 1
1+ — =
( + 4x) 1 4

abbiamo che

2 2
es3 —1 1\* 1 ex3 —1
li ——— |In(14+ — =- 1l —_—
O (e )] =7 tm OF



Applicando il cambio di variabile x = % abbiamo che

2 3

5 —1 1\ 1 1

lim — [ln(l—i—) } == lim,ei.

z—+o0 gip (1) ~1 dx 4 y—0sin(y) —y
T

A questo punto utilizziamo gli sviluppi di Taylor

o cV=1+y+o(y) e sin(y) =y — % +o(y?)

per ottenere che

2
-1 1\ 1 2y3 o1 2+ o(1
lim e[ln<1+)]zlimy3+0(y):hm 1+0() _3.
z—+00 gin (%) _ % 4dx 4 y—0 _% + O(y?)) 4 y—0 —3 + 0(1)
in(In(2z + 1)) —e?® +1
sin(In(2z + 1)) — €™ + : Gli sviluppi che ci servono sono
2—0 tan(x?)
oex:1+x—|—%2+0(:v2) oln(1+x):$—%2+0(332)
e sin(z) =z + o(x) e tan(z) =z + o(x)

Tramite essi troviamo che

sin(In(2z + 1)) — e** + 1 sin (27 — 222 + o(2?)) — 1 — 22 — 22% + o(2?) + 1

li =1
250 tan(z?2) 20 z? + o(z?)
. 2z —22% — 22 — 222 + o(2?) . —4+4o0(1)
= lim =lim —F+%=—-4.
z—0 2 + o(z?) z—0 1+ o(1)

Come gia visto nell’esercizio 3. (d) del tutorato 3 abbiamo che

1+ . p2k+1
n( 1—:c> anh ™ (2) l§)2k+1
4 . . 1[4
11 nostro scopo é calcolare In(3), cioé tanh (3) essendo

1 1 4
R SR s Y ORI B S PR
1—2z 1—=x 5

In questo caso é arduo capire chi é f (”H)(f ), € € (0, %), percié tenteremo un
approccio numerico .

Essendo
42k+1

2k+1
= (2k +1)57+

~ 1,098
per trovare I'n tale che
n 42k+1

—_—— =~ 1,097
2k+1 )
= (2k + 1)52k+

possiamo procedere aumentando via via il valore di n fino a giungere al valore
desiderato.



Procedendo in tale maniera scopriremo che il minimo n che soddisfa quanto
richiesto é n = 6. Per tale valore di n abbiamo che

6 42k+1

———— 1,093
2k+1 )
= (2k + 1)52k+

mentre per n = 5 il valore della serie é 1,088 -- ;
(b) %;’(x) : Essendo
. (—D* 2k+1
sin(z) = Z ——

2k +1)!

abbiamo che

r—sin(z) 1 sin(z) 1 (—1)k ok—1 1 1 (—=1)F 2%—1
x? r 22 oz Z(Qk—i—l)!x B 2 v

k>0

cioé
r — sin(z) (—1)k+1 2k—1

—t
x? i1 (2k+1)!

Ovviamente dal risultato ottenuto, per calcolare sin(2) ci basta inanzitutto
ritornare alla formula dello sviluppo in serie di McLaurin di sin(x) per ottenere
che

sin(2) _ Z (_1)k 22k+1 _ zn: (_1)k 22k+1 + Rn(2) )
o (2k + 1)! = (2k 4+ 1)!

Procedendo in maniera analoga a quanto fatto nel tutorato scorso andiamoci a
stimare |R,(2)] :

|: d2n+3

dz2nt3 Sln($):| _ 22n+3
R, (2)| = 1= gind3 < 2 ¢ (0,2).
[7n (2)] (2n + 3)! ~ (2n+ 3)! £<(0,2)
Ora 2n+3 |
24m 2 !
BT S I Clk k) N
(2n + 3)! 4n
Vediamo se il risultato é soddisfacente :
3 k
(—1) k41 4 4 8 286
9 =2—— 4+ — - — = — 0,907
= (2k +1)! 3 + 15 315 315

e poiché sin(2) ~ 0,909 abbiamo svolto il nostro lavoro correttamente .

3. Il raggio di convergenza r di una serie di potenze E a, ¢ é pari a

n>0
1 . Qn
r=————= lim
. n—oo
lim sup {/|ay| n+1
n—oo

Trovato il valore di tale limite avremo che la serie converge per |z| < r . Per vedere
cosa accade sul bordo dell’intervallo di convergenza (—r,r) bisogna studiare la serie
con x = +r e vedere se converge .



(a)

Z(W —1)"2™ : Abbiamo che la serie converge V = € R in quanto
n>1

1 1
rT = = = X0 .
. n/n limsup(y/n —1 ’
imsup (Y~ 1 (D
xn
Z - = e” — 1 per gli sviluppi in serie di McLaurin, ergo la serie converge
el
VereR;
1 3n
Z nt 2% : Sia 23 = y cosi da avere che
el +23

Zn%—lﬂ_zn—l—lﬁ
n21n+23” n21n—|—23”

Calcoliamo il raggio di convergenza di questa serie :

ntl 1
o 3n 1 3
r = lim 771122 31 =3 lim (n+1)n+3) )(n—; ):3
n—o0 05 g n—o0 (n + 2)

quindi la serie converge per y € (—3,3). Tornando alla variabile di partenza
possiamo concludere che la serie converge per z € (—\3/§, V/3) . Vediamo il
comportamento al bordo dell’intervallo di convergenza :

n+1
n+ 2

Se z = /3 = abbiamo Z

n>1
che non converge in quanto il termine n-esimo non tende a 0 per n — oco.

n-+1
n-+ 2

Se 1z = —+/3 = abbiamo Z
n>1

(="

che non converge in quanto il termine n-esimo non ammette limite per n — oc.

> 2™ : Pare evidente che se |z| > 1 la serie non pué convergere. Se z € (0,1)
n>1
abbiamo che

Z " < Z " < 400

n>1 n>1
in quanto, tolti i primi due termini che sono uguali, per il resto la serie di destra
contiene tutti i termini della serie di sinistra pid molti altri e poiché la serie di
destra converge, non pud non convergere anche quella di sinistra.
Se x = 0 ovviamente la serie é nulla, mentre se x € (—1,0) la serie converge per
il criterio di Leibniz . Dunque la serie converge se |z| < 1 ;
Z n! z" : Abbiamo che
n>1

n! . 1

i DT i S

ergo la serie converge solo per z = 0 ;



(f)

xn
Z —, a€ R™ : Essendo
n

n>1
1 1 1
r= = = = —=1Va.
limsup {/ — limsup —  limsup —7v
n—o00 n n—oo Mmn n—o0 T 5

Dunque la serie converge per |z| <1 V a € RT .
Vediamo cosa accade per x = £1 :

1
Se x:1:>Z—a<oo<:>a>1;

n>1
Se z=-1—= Z < oo ¥V a€RT per il criterio di Leibniz .
n>1
Dunque
n {a: [—1,1) se (0,1]
Z — < 00 per ;
et x 1,1 se a>1
Z nV"2" : Essendo
n>1
1 1 1
r = - - = 1 = ln(n) = 1
limsup Vnv”®  limsupnv®  lim supe v
n—oo n—00 n—00

abbiamo che la serie converge per |x| < 1. Sul bordo dell’intervallo di convergenza
abbiamo che

se r=1=> lim nV" = lim V""" = o ;
n—oo n—oo

se r=-1= nh_)ngo(—l)"n‘/ﬁ =7.

Dunque la serie non converge per x = £1 in quanto in entrembi i casi il termine

n-esimo non tende a 0 ;
n

T
Z —— : Essendo
> In(n+1)

r= =1

1
I o ———
sl \n(n + 1)

abbiamo che la serie converge per |z| < 1.
Vediamo cosa accade per x = £1 :

e se x = —1 possiamo dire che la serie converge per il criterio di Leibniz ;

e Se x = 1 possiamo notare che, essendo In(n + 1) < n V n, abbiamo che
y > % . Essendo le serie a termini positivi possiamo concludere che

1
In(n+1
Zhrln—l—l ;—_oo
n>1

e quindi la serie non converge .

Dunque la serie converge per z € [—1,1) .



(i) Z[ln(ln(?)n))]:c" : Al solito usando il criterio della radice n-esima scopriamo
n>1
che r = 1 . Anche in questo caso, possiamo usare le stesse argomentazioni
dell’esercizio (g) per concludere che la serie diverge sul bordo dell’intervallo di

convergenza ;
(j) Z Zn—g \fQ : Abbiamo che
n>2
;:2\/; . n++n n? +2n . n’+2n ( +T)
(LSS v gt S IS Y TR L
TonT4an nA L4 vn (n+1) (1+ —
3 2 1 2 1
nd (142 1+ L 142 1+ L
. rd)  (ds) o (d) )
n—00 1 1

A3 () T8 (o)

dunque la serie converge per |z| < 1.

Per x = —1 la serie converge per il criterio di Leibniz.
Essendo
n+/n
. o2n2—2 1
lim =— =~
n—oo & 2

n

n+\/ﬁw l:
T§2n2—2 T;n

ergo la serie non converge per x = 1, e quindi possiamo concludere che la serie

abbiamo che

converge per x € [—1,1) ;
xn
(k) Z — : La serie converge per x| < 1 per quanto visto nell’esercizio (f) ;

n>1
1
o > ( + (-1 ) Z "=y + By : Analizziamo le
n>1 \/ﬁ n>1 n>1

due serie distintamente :
o «, : Per l'esercizio (f) la serie converge per x € [—1,1) ;

e (3, : Essendo

1
r=—"—-—=1

: /1
limsup 1/ —
n—o00 n

abbiamo che la serie converge per |z| < 1. Analizziamo il comportamento
sul bordo dell’intervallo di convergenza :

— Per x = 1 la serie converge per il criterio di Leibniz ;
— Per x = —1 la serie diverge banalmente .
Dunque $,, converge per x € (—1,1] .
Dunque la serie «;, + (5, convergera per gli x per cui convergono entrambe le
serie, ergo per |z| < 1;
2(2" +3™)a" Z 2™ + Z 3"z"™ = a, + B, : Anche in questo caso

n>1 n>1 n>1
analizziamo le due serie separatamente :

E




e o, : Essendo
. 2"
T = nhm ﬁ = 5

—_

abbiamo che la serie converge per |z| < 3 . Essendo per z = £1 la serie
pari a

Z 1 e Z(—l)" rispettivamente

n>1 n>1
abbiamo che la serie non converge per x = +1 ;

e (3, : Essendo
o 31
r= s =3

abbiamo che la serie converge per |z| < % . Essendo per x = %1 la serie
pari a

Z 1 e Z(—l)” rispettivamente

n>1 n>1
abbiamo che la serie non converge per x = +1 .

Dunque la serie oy, + 3, convergera per gli x per cui convergono entrambe le
serie, ergo per |z| < 3 ;
n

x
——— = E
(n) Z (nZ +2) ssendo

n>0
5 n?+2n+3

abbiamo che la serie converge per |z| < 2.
Sul bordo dell’intervallo di convergenza abbiamo che la serie converge perché
per x = 12 la serie é pari a

1 =™ . )
Z 719 e Z 5.9 rispettivamente
n>0 n”+ n>0 n+
e
1 1
° Z ~ Z — che converge ;
2 2 ’
o™ + 2 ="
(=" PR
° Z converge per il criterio di Leibniz .
n2+ 2
n>0

Dunque la serie converge per |z| < 2 ;

_1)n
(0) Z (z-1) , 8> 0: Effettuiamo la sostituzione z — 1 = y e studiamo la serie

=1 P —vn
SV
n>1
Essendo
1 1
T = = L e 1
limsup {/pv?  limsup fve
n—oo n—r00

abbiamo che la serie converge per |y| < 1. Per vedere cosa accade sul bordo
distinguiamo in pit casi :



e Se € (0,1) abbiamo che

— Se y = —1 la serie converge per il criterio di Leibniz ;
— Se y =1 la serie converge in quanto BV =0 (#), difatti
Jn
lim ﬁl = lim nQB\/ﬁ:O
n—oo n72 n—oo

quindi
Vi S
SIS pE
n>1 n>1
Dunque, per § € (0, 1) la serie converge per |y| <1 ;
e Se f =1 la serie non converge per y = 1 per gli stessi motivi dell’esercizio
(m) ;
e Se 8 > 1 la serie non converge per y = £1 per le stesse argomentazioni
dell’esercizio (g)

Dunque

Z y",@‘/ﬁ < oo per

n>1

ye[-1,1] se Be€(0,1)
e(-1,1) se f>1

Torniamo ora alla serie di partenza : essendo x = y 4+ 1 abbiamo dunque che

{x €[0,2] se Be€(0,1)

_ 1\ngVn
Z(a: BT < oo per €(0,2) se f>1

n>1

4. Seguiremo la stessa scaletta presentata nelle soluzioni dello scorso tutorato :

(a) fi(x) = e : La funzione non ha punti di discontinuitd . Inoltre, essendo

I’esponenziale sempre positivo, avremo che fi(z) > 0V z € R. Poiché la
funzione non ha punti di discontinuitd, non ha nemmeno asintoti verticali.
Poiché
lim e =1
T——00

y = 1 é un asintoto orizzontale per fi(x). Inoltre

. et . eez
lim e =+o00o= lim —
r—r—+00 T—+o00 I

dunque la funzione va a +00 per x — +00 senza avvicinarsi un asintoto obliquo.
Essendo f{(z) = fi(x)e® > 0V x € R la funzione é strettamente crescente e
poiché f{(x) = fi(x)e* + f1(z)e® = fi(x)e*(e* +1) > 0V z € R la funzione é
sempre convessa. Nella Figura 1. possiamo vedere il grafico tracciabile mediante
le informazioni ottenute ;

fo(z) = (x —1)v/2 — x : La funzione non ha punti di discontinuitd, indi D = R .
Studiamone il segno :
xr—1>0

fz(x)20<:>{2_x>0 —zecll,2.

Quindi nell’intervallo [1,2] la funzione é positiva, annullandosi agli estremi
dell’intervallo, e fuori da tale intervallo é negativa.
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e®

Figura 1: Grafico della funzione fi(z) =e

Essendo D = R la funzione non ha asintoti verticali. Inoltre

lim fa(z) =—o00= lim f2(x) e lim fa(w)
r—+o0 r—+o0o0 I r——00 I

ergo la funzione non ha nemmeno asintoti orizzontali/obliqui.
Studiamo la derivata :

f3()

7

_ 7T — 4z
3V (2—x)?

quindi la funzione ha un massimo per = I. Vediamo anche il segno di f} () :

”(x)fillx_lo S J 1020y p <D
2T 9y — ) T 2-12>0 -2

Dunque quando =z = 2 la funzione ha un flesso a tangente verticale (vedere
esercizio 1. (c¢) dello scorso tutorato), mentre quando x = % ha un punto di
flesso. Tra tali valori di x la funzione é convessa, altrove é concava. In Figura 2.
é possibile vedere il grafico della funzione ;

Paslili

Figura 2: Grafico della funzione fo(z) = (z —1)v2 —x .

(¢) f3(z) =2In|In(z +2)| +In(2 + x) : La funzione ha un problema se x +2 < 0
in quanto il logaritmo non é definito per tali valori di x. Inoltre deve essere
In(z + 2) # 0 altrimenti il primo dei due logaritmi “esplode. Quindi la funzione
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ha un punto di discontinuitéd in x = —1. Mettendo insieme queste informazioni
possiamo concludere che D = (-2, —1) U (—1,400) .

Il segno della funzione non é facilmente visibile, quindi cercheremo di trarre
informazioni al riguardo mediante lo studio dei punti successivi della scaletta.
Passiamo a vedere gli asintoti della funzione : essa ha ben 2 asintoti verticali,

CiOé = -2 ed r=—11in quanto
z——21 3( ) r——17% f3( )

mentre non ha asintoti orizzontali/obliqui giacché

. _ . fa(w)
Passiamo allo studio della derivata :
2+1 2 | 2) >0
fa(x) = *Infe +2) > n(z +2) =< -24e Az > -1
(x +2)In(z + 2) 2+In(z+2)>0
quindi per z = —2 + e 2 la funzione ha un massimo, mentre dopo ’asintoto
x = —1 risulta essere strettamente crescente.
Essendo

") = CIn*(z+2) +2In(z +2) +2
(z +2)2In%(z +2)

possiamo concludere che la funzione é sempre concava.

Notiamo che f3(—2 + e~2) = 2(In(2) — 1) < 0 per affermare che la funzione

é sempre negativa tra i due asintoti, quindi diventerd positiva da un certo

x =« € (—1,400) in poi.

Mettendo insieme tutte le informazioni ottenute possiamo tracciare il grafico in

Figura 3. ;

<0 VxeD

o - S - o @ - 0

Figura 3: Grafico della funzione f3(z) = 2In|In(z + 2)| + In(2 + z)

In?(z) 0
(d) fa(x) = hjg'ﬁf‘ = ﬁg(ix) se T > : Il punto z = 0 é da escludere dal
-0 se <0

dominio in quanto in esso il logaritmo “esplode“ ed il denominatore non é
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definito. Dunque D = R ~ {0} . Notiamo che la funzione é dispari, quindi

possiamo limitarci a studiarla per x > 0 e per tracciare il grafico di f4(—x) bastera

3
ribaltare i risultati ottenuti. Consideriamo dunque solamente f; () = (@)

x2
Partiamo dal segno :
1 >0
fj(:c)20<:>{n(x)_ —ar>1
x>0
Dunque fi(z) > 0se xz € [-1,0) U[1,400) .
x = 0 é un asintoto verticale, difatti
li =
g falw) = Foo
e y = 0 é un asintoto orizzontale in quanto
o A1) =0
Non vi sono, dunque, asintoti obliqui. Studiamo la derivata di f4(z):
In?(z) (3 —21
D[f{ ()] = — (z) ( . M) S0 s 35— 2n() > 0 e o < e} |
x
Pertanto per z = e la funzione ha un massimo. Per simmetria in # = —e> ha
un minimo. Derivando ancora scopriamo che
3In(x)(2In%(z) — 5ln(z) + 2 In(z) >0
DIDIfi (@) = TR ZIREED) 5,
x 2In“(z) = 5ln(z)+2>0
LS — z € [1,Ve] U [e?, +x)
x ,ve|lU e, 400
r<e AN z>e?

quindi, quando = = 1,/e,e? abbiamo che f; (z) ha un punto di flesso (in
particolare in x = 1 vi é un flesso a tangente orizzontale in quanto

D[ff(1)] =0, ma in tal punto la derivata non cambia segno ).
Complessivamente dunque la funzione ha 6 punti di flesso quando x = +1, ++/e, +€2.
Dall’analisi effettuata possiamo concludere che fy(z) é convessa se

x € [—e?, —\/e]U[-1,0)U[1, /e] U[e?, +00) e concava altrove. Dunque il grafico

di f4(z) é quello visibile in Fiugura 4. .

NB. I punti di flesso non sono ben visibili in quanti i valori in cui la funzione
cambia concavitd sono tutti molto vicini tra di loro.

In? |z|
z|z|

Figura 4: Grafico della funzione f4(z) =




