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1. Si considerino due punti qualsiasi z1,z2 € [a,b]. Supponiamo che sia z; < z9.
Nell'intervallo [z1, z2] vale il teorema di Lagrange, per cui esiste almeno un punto
xo € [x1, 2] tale che

f(z2) — f(z
To — T

Per ipotesi V « € [a,b] vale f'(z) =0, per cui f(xo) =0 = f(x1) = f(x2). Siccome

i punti x1 e x9 sono stati presi a piacere, si pué concludere che la funzione assume lo

stesso valore in tutti i punti di [a, b], percié é costante.

2. (a) Abbiamo che

s
li =_—_
- 1) =73
© 7T
li

ergo la funzione non é continua in x = 0.
1 1 1 1 1
b) Dif@l = ~mre = e ~2a =0

(c) Dal punto precedente é evidente che la funzione risulta essere costante. Dal
punto (a) possiamo dedurre (giacché tolto lo 0 la funzione non ha punti di

discontinuitd) che
Z sex >0
_J) 2
fla) = {_,r
2

sex <0

3. La funzione arcsin(z) + arccos(z) non ha punti di discontinuitd. Essendo

1 1
D|arcsin(x) + arccos(z)| = — =0
deduciamo che la funzione risulta essere costante V x € [—1,1].
Calcoliamola, dunque, in un punto qualsiasi per sapere il valore di tale costante:

arcsin(0) 4 arccos(0) = 0 + g oL

indi ’asserto.

4. Una funzione f(z) si dice continua in zg se

lim f(x) = /(o).

T—T0

Una funzione f(z) si dice derivabile in z se esiste ed é finito il limite

F(z0) = }ngb J(zo + h})L - f(xo)‘

f(z) si dice derivabile in (a,b) se é derivabile in ogni punto di (a,b).



(a) Abbiamo che f(0) = 3. Essendo
lim 7e* —4 =3

z—0

abbiamo che la funzione f(x) é continua Vv a, b.
La funzione f(z) é derivabile sicuramente in ogni punto = # 0 essendo az?+bx+3
e 7e” — 4 funzioni derivabili V x € R. Vediamo cosa succede in x = 0:

Dlaz® 4+ bz + 3] = 2ax + b= f(07) =b
D[7e® —4] =Te" = f(07) =7

Pertanto perché sia f(z) derivabile deve essere b = 7.
Concludendo, la funzione risulta essere continua e derivabile per b=7eV a € R.

(b) Abbiamo che g(1) = 4“7‘*'[’. Essendo
lm¥@+%a+wm—1:ﬂa+®:2a+%.
T—r

4da+b

:2a+2b<:>g:2b<:>b:().

Dunque g(z) é continua ¥V a € R e per b = 0.
Come per l'esercizio precedente abbiamo che g(z) é derivabile
sicuramente V x # 1. Ora

8
J(z) = _ﬁ sex 21
20 +2a sex <1

g’ (1) = —2a, ed essendo
lim 2z + 2a =2+ 2a

r—1—

D=

abbiamo che g(x) é derivabile se e solo se —2a =2+ 2a — a = —
Dunque g(z) é continua e derivabile se e solo se a = —% eb=0.

5. Per essere valido il teorema di Lagrange f(z) deve essere continua nell’intervallo [a, b]
indicato e derivabile in (a,b). Per il teorema di Rolle a queste condizioni va aggiunto
che deve essere f(a) = f(b).

(a) fi(z) =z — 23 é continua V = € R. Essendo f{(z) = 1 — 3z% continua V = € R,
sicuramente si ha che fi(x) é derivabile V z € (—2,1). Ergo le ipotesi del sistema
di Lagrange sono soddisfatte.

fi(=2)==2-(-2=8-2=6#1-1=0= fi(1)

indi le ipotesi del teorema di Rolle non sono verificate. Verifichiamo la tesi del

teorema di Lagrange: deve esistere un ¢ € (a, b) tale che f/(c) = W.

b) = fla) _ 0=

1 _ 3 2 — /! — f( —

< =h( b—a 1+2

indi il ¢ cercato é pari a —1.

La tesi del teorema di Rolle ci dice che esiste ¢ € (a,b) tale che f'(¢) = 0.
V3

1
f{(C):1—302:0<:,>02:§<:?C:i?

Questi 2 valori di ¢ sono in (—2,1), indi, nonostante le ipotesi del teorema di
Rolle non valgano, comunque la tesi é verificata.

= 2¢=3=3+<=c"=1




(b) Essendo fa(z) = cosh(z) una funzione pari, sicuramente fo(—1In(37)) = =
f2(In(37)). Inoltre é continua V = € R e lo stesso si pué dire di f4(z) = sinh(z),
ergo fa(z) é derivabile V z € R. Dunque le ipotesi di entrambi i teoremi sono
verificate. Ora

e —e ¢
f5(c) = sinh(c) = 0 < —y =0<=c=0.
Dunque i teoremi sono verificati per ¢ = 0 (quando vale il teorema di Rolle la ¢
che lo verifica é necessariamente la stessa del teorema di Lagrange poiché la tesi
di Lagrange diventa: 3 ¢ € (a,b) : f'(c) =0).

(¢) f3(x) = ¥/(x —2)? é una funzione continua V z € R. Inoltre
2
3Vxr —2

ergo f3(x) é derivabile in (0, 2) essendo f5(x) continua in tale intervallo. Dunque
le ipotesi del teorema di Lagrange sono verificate. L’ultima ipotesi del teorema
di Rolle non é, invece, verificata poiché

f3(0) = V4 #£ 0 = f3(2).

Dfs(z)] =

In tal caso non esiste una ¢ € (0,2) che verifica comunque la tesi del teorema
giacché la derivata di f3(x) non si annulla mai. Verifichiamo la tesi del teorema
di Lagrange:

! 2 f(b)_f(a) \3/ZI 4 3
O =sye=2="p=a ~ 2 g Vi S

64 64 152 38
_— = 4 — 4 = —_— = — = —.
<= o7 c—8 <= 4c =28 57 o7 < c o7

(d) fi(z) = sin(z) + cos?(z) é una funzione continua su tutto R. Inoltre

fi(z) = cos(z) — sin(2z)

é continua su tutto R, ergo fy(x) é derivabile su tutto R. Inoltre

)= fi(3) =1

che ci assicura che valgono le ipotesi di entrambi i teoremi. Dobbiamo dunque,
per verificare la tesi di entrambi i teoremi, trovare un ¢ € (0, g) che annulli

fi(x):

cos(c) =0
fi(c) = cos(c)—2sin(c) cos(c) = cos(c)(1—2sin(c)) = 0 <= { oppure
1 —2sin(c) =0

Essendo cos(c) # 0V c € (0,F), dovrd valere sin(c) = 5 = c = %.

N[ =



(e) fs(z) é continua nell’intervallo considerato, giacché la sua unica discontinuité é
in z = 0 (non contenuto in esso), e

lim 2 sin (71-;) =2= f5(1).

rz—1

21 1
o =f = L PErE
meos (BF) 1<z <2

Essendo

tale che

lim 7 cos (7?) =0=fi(1)

r—1

abbiamo che f5(x) é derivabile nell’intervallo indicato. Tuttavia
1 5
— = — = 2
f5 (2) 5 7 0=/f5(2)

indi sono verificate le ipotesi del teorema di Lagrange, ma non quelle del teorema
di Rolle. Verifichiamo comunque la tesi di Rolle:

-1 _
c? =0

fi(x) = 0 < < oppure —=c=1

meos (&) =0

verifica la tesi del teorema.
Verifichiamo, ora, la tesi del teorema di Lagrange:

-1 _ 5
b) — 3 5 ¢ o
fé(c) = 16 = (@) =2 T = —5 <= § oppure
b—a 2—-35 3 5
moos () =

Dalla prima equazione abbiamo che
2 2 2 2 3
3(c=1)4+5c"=0=8c*=3=c¢ =3 ==,

Giacché 3

1 3

< —=<
2 22
tale ¢ verifica la tesi del teorema di Lagrange.

6. Il teorema di Lagrange é un caso particolare del teorema di Cauchy. Le ipotesi di
quest’ultimo teorema sono le stesse per la f(x) e per la g(z) (continuitd in [a,b] e
derivabilitd in (a,b)) con la condizione aggiuntiva che sia ¢'(z) # 0V x € (a,b).

(a) fi(x) e g1(x) sono ovviamente continue nell’intervallo considerato. Essendo
Dl[gi(x)] = —1 # 0, continua in (0, 1) abbiamo che g;(x) verifica tutte le ipotesi
ichi / — __5—x 4 ; 3 :
richieste. Inoltre fi(x) = 710, © continua nell’intervallo considerato, ergo
anche f1(z) verifica tutte le ipotesi richieste. Dunque possiamo verificare la tesi,

cioé vedere che esiste ¢ € (0,1) tale che

f1(e)(91(b) — 91(a)) = g1(c)(f1(b) — fi(a))-



Cié é vero se e solo se
5—c¢
v10c — ¢2

Tale equazione risulta essere vera se e solo se ¢ =5 —
nell’intervallo considerato.

3= (5—¢)? =9(10c — ¢?) <= 2¢* —20c + 5 = 0.
3v10
2
(b) Sicuramente entrambe le funzioni sono continue nell’intervallo considerato. Inol-

tre sono anche entrambe derivabili, essendo le loro derivate continue fuori
dall’origine. Essendo

/ (z+4)
xr)=—

92( ) 13

abbiamo che tutte le ipotesi del teorema sono verificate. Cerchiamo il ¢ che

risolve la tesi:

2 (c+4) c+4 4
2 ( 53 ><:> 90 <— 3¢ <—c 3

#0Vzx+#—-4

(c) Le due funzioni sono continue su tutto R.
/ x / 2242
€r) = — e ) = 2.136
f3(x) 22 11 g3(z)

sono continue su tutto R, ergo f3(z) e gs3(x) sono derivabili su tutto R. Tuttavia
g5(0) = 0, quindi le ipotesi del teorema non sono verificate. Vediamo se la tesi
vale comunque: essendo le due funzioni pari, abbiamo che la tesi é verificata per
ogni punto di (—1,1).

7. Notiamo che le funzioni sin(z) e cos(z) sono limitate V z. Inoltre z¢ definita nell’in-
tervallo [—1,1] é limitata se e solo se ¢ > 0, poiché per ¢ < 0 esplode nell’origine.
Con queste piccole osservazioni possiao partire:

(a) Perché f(x) sia continua dovra essere

1
lim z% sin () =0.
z—0 1:5

Questo accade solamente per o > 0 perché se a = 0 il limite non esiste e per
a < 0 la funzione esplode.
(b) Per esistere f'(0) dovra esistere finito
S = FO) ( )
1 = lim h® —
B0 h B0 S\ A
Per lo stesso discorso fatto in (a), abbiamo che ci6 accade se e solo se o > 1.
(c¢) Derivando otteniamo
z zF

0 =0

) = az® 1sin (iﬁ) — Bz B~1cos ( 15) 2 %0

f/(z) risulta essere limitata se

a—12>0
a—pF—-12>0

ed essendo 3 > 0 dovra dunque essere o > 3 + 1.



(d) Per essere f'(z) continua dovré essere

1 1
. a—1 _: i a—pB—1 i
ili%ax sin <xﬁ> Bx cos <xﬁ> =0

Analogamente a quanto visto in (a) abbiamo che questo avviene se e solo se

-1>0
@ ed essendo > 0, dovra essere o > 3 + 1.
a—pF—-1>0

(e) Per esistere finito f”(0) dovrd esistere finito

. f,(h) - f,(()) T a—2 1 a—(F—2 . 1
}lg]% — = }ILIE)I%) ah sin (lﬁ) — Bh cos <h5> ,

a—2>0
a—0p—-2>0
solito, poiché 8 > 0, dovra, dunque, essere o > 2 + 3.

cosa che accade solo se { per gli stessi motivi del punto (b). Al

(f) Derivando f'(z) otteniamo

9 {a(a — 1)z — 52} 282 5in (%) —Bla+ (a—p—1)]z2 P cos (%) x#0
fi(x) = ! !
0 z=0
—268-2>0
limitata solo per a=20 - e poiché B > 0 dovré essere a > 2 + 20.
a—2—-0£2>0

(g) Per essere f”(z) continua dovra essere

1 1
: . 28 2| .a—28-2 I - a—2—0 i
ilg%] {a(a 1)x Ié] }x sin (503) Bla+(a—pF—-1)]z cos <x5> =0
-2-p>0
e come visto per i punti (a) e (d) dovré essere “ P e per il solito
a—2-28>0

discorso sul fatto che 8 > 0 otteniamo che dovra essere a > 2 + 2.
8. Procediamo per induzione:

e Per n =1 abbiamo che

d ( 1 ) B 1
de \Vi+z/)  2/1+2)3
quindi ci siamo;

e Supponiamolo vero per n — 1 e vediamolo per n:

dr 1 d | d! 1 _d (=t 1 B
da® (m) "z ldxn—l (m)] ~ I lw—l@”‘?’)”(lﬂw-l] =

_ =yt d 1 _ (=p ! 2n — 1 1 B
- W(2n—3)”% ( (1+$)2n1> T 9n—1 (271—3)” <_ 92 (1 —I—$)2n+1> -

(=n" 1

= 2n — )l —————
omn ( n ) (1+.7:)2"+1

come volevamo.



9. Poniamo f(z) =1In(z) V z € (0, +00).
Per il teorema di Lagrange:

flx+1)— f(x)=f'(x+0), con 0€(0,1)
Quindi:

1 1 1
ln(w+1)—ln(x)—x_i_e(:»ln(l—i-x) =216

cioé l'asserto, poiché, essendo 6 € (0,1) é ovvio che

1 - 1
z+1 z+60

1
<= Vz e (0,400).



