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1. Ricordiamo come applicare la regola di integrazione per sostituzione :

ponendo f(x) = g(t) possiamo cosi sostituire all'interno dell’integrale ogni x con la t.
Per fare ci6 dobbiamo, perd, modificare anche il dz in funzione del dt e gli estremi di
integrazione : da f(z) = g(t) otteniamo (derivando il termine sulla sinistra in x ed il
termine sulla destra in t) f'(z)dz = ¢'(¢)dt.

Gli estremi di integrazione variano, invece, nella seguente maniera : se la x varia tra
a e B3, sostituendo tali valori in f(x) = g(t) otterremo che la t variera tra g~ (f(a))
e g 1(f(B)). Detto cié possiamo affrontare i seguenti integrali :

(a) 2+OO \/(JJ;UW dx : Effettuiamo il cambio di variabile 22 = ¢ cosf da ottenere
+oo T g L[t __[ 1 +°°:1.
y @@= T2 Jio3p  Viesl,
+oo 3 “+oo 3 +oo
(b) ; W + 2ze™ " dx = ; W dr +2 /0 xe ¥ dzx. I due

integrali devono essere svolti con due procedure differenti: nel primo effettuiamo
la sostituzione z* + 8 = t, nel secondo applichiamo la regola di integrazione per
parti con f(x) = x e g(x) = e *. Cosi facendo otteniamo

+o0 3 1 +oo (¢t +o0
i + 2xe” " dx = {[ ﬂgoo+/ e_”"da:}:
0

GRS ik vt

371 7% too 31 3 67
=-S|—| 2=t t2=" 2=,
8{31&28 =i TR T R
oo 1 1
(c) /2 — sin ( ) dz : Effettuiamo la sostituzione L =t ed
2z x
ofteniamo

ol DY o= % sine) dt - B =1
/72r - sin . :c—/o sin(t) dt = [—cos(t)]g = 1.

+o0 dx
: In questo caso la sostituzione da effettuare é 2z = t2;

V2z(224+1)

1
2
applicandola otteniamo

(d)

oo dz Toodt n T T T
e —— - tan(t)]7®° = — — — = —.
L V(2 + 1) /1 gy et =5 -3 =7
+o0 9 8
(e) / E 2:n2++ ) dz : Dobbiamo applicare il metodo di
0o 22+

integrazione delle funzioni razionali. Essendo

B2t +2=(x+2)(z*+1)



abbiamo che

9z + 8 A +Bac—|—C<:)x2(A+B)+x(2B+C)+A+2C(:>
2024 +2 x+2 22+1 (x+2)(22+1)
A+B=0 A=-2
= 2B+C=9 <= {B=2
A+2C=8 C=5
Pertanto

+oo 92 + 8 too  dx too g too  dx
/ dx=—2/ - 7da:—|—5/ S
0o r3+2x2+x+2 o zx+2 Jo 2241 o x?+1

—+00

) + 5arctan(x)] =

0

2+ 1

+
= [-2n(@ +2) +In(@® + 1) + Sarctan(2)] = [ln (1’24—43:4—4

1
= —ln <4> —i—gﬂ':2ln(2)+gﬂ'.

(f) Poniamo
+oo
I, ::/ z"e” " dx.
0

Effettuiamo un’integrazione per parti con f(z) = 2™ e g(x) = e~ ottenendo
+o0 oo
I, =[-z"e "], +n / 2" e de=n I,
0

Iterando otteniamo dunque che

Essendo

Abbiamo che I, =n! .

2. Per svolgere questa tipologia di esercizio sfrutteremo qualche concetto visto durante
il corso :

1 dy +o0 dx
0/*<+oo<:>oz<1 0/ — <4< a>1
0 x¢ 1 &
Inoltre
xli_)ngo gég =LeR~N{0} = f(z) =~ g(x) intorno ad .

In particolare, per la definizione di limite, abbiamo che

e Se lim @) =0 = esiste € > 0 : |f(x)| < €|lg(x)| vicino ad zg.
T—T0 g(;p)
o f@) . _ .
e Se lim —— = +o00 = esiste M >0: |f(x)| > M|g(z)| vicino
M (@)

ad xQ.



Con tali accortezze possiamo addentrarci nella risoluzione degli esercizi dati :

+oo 2 1 2 Foo 2
(a) / e " dx = / e dx +/ e de =1+ L.
0 1

0
L’integranda ¢ limitata in [0, 1], indi sicuramente I; converge.
Vediamo se si pué dir lo stesso di Is:

e’
. . f— 2
lim —— = lim 2™ =0
T—+00 = T—+00

xT

quindi e < ;12 definitivamente. Pertanto
+0o0 9 +oo 1
/ e " dr < / — < Foo.
1 1

+o0 2
Dunque / e * dx converge.
0

(b) /0+OO log(z) arctan (i) dx = /01 log(z) arctan (1> dx —|—/1+OO log(z) arctan (1> dzx.

T T
Abbiamo che

1

z 1
) = lim \/zlog(z) arctan () =0
z—0 x

log(z) arctan (
lim
z—0

=

d /11 () arct (1)d </1dx<+
unque oglx)arctan { — X = o .
que | log - NG

D’altra parte

log(z) arctan (%)
T = lim log(x) =400

T—>+00

lim
T—+400

T

+oo 1 oo dx
pertanto / log(x) arctan () dx > / — = 400, quindi
1 1 x

x
+oo 1
/ log(x) arctan () dr = 400 .
0 x
+00 1 1 1 _ 1 1 +oo _L 1
(c) / e 2 arctan () dx = / e =2 arctan () da:—l—/ e =2 arctan () dx.
0 z 0 x 1 x

Essendo

1
e =2 arctan (%) 1 1 I 1
lim T = lim \/xe =% arctan () =0= / e <2 arctan () dr < 400.
z—0 — z—0 x 0 X

7z

Poiché, invece,

w"‘

lim 1 =
x—0 =
X

x

1
e »? arctan (1 oo 1 +o0
(x) 1l — / e =2 arctan (> dx ~ / @ _ +00
1 1

T

+o00 1 1
abbiamo che / e =2 arctan () dx = o0 .
0 T



400 1 1
(d) / e =% arctan <2> dz : Per quanto visto nell’esercizio precedente abbiamo
0 x

che questo integrale converge. Difatti vicino a 0 il comportamento é lo stesso,
mentre per r — +00

_1 1 1 +oo dg
e =<2 arctan |5 e —2<+oo.
T x 1 T

1
(e) / tan(z) log(z?) dz : Essendo
-1

2
lim M = lim v/z tan(z) log(z?) = 0
z—0 ﬁ z—0

abbiamo che l'integrale converge. Inoltre, essendo l'integranda

1
dispari, possiamo concludere che / tan(z) log(z?) dx = 0.
-1

+o0 sin(x) L sin(z) o0 gin(x)
f dx = d de =1 + L.
()/0 241 v /0:132+1 x—l—/l 2 +1 x L+ 02

Essendo
sin(x)
lim x21+1 = lim sin(z) =0
x—0 = z—0
z4+1
L q
abbiamo che [; < / 27% < 400 .
0o r¢+1
Inoltre .
. S;gfl) ) 3 sin(x)
lim T = lim z2 3 =0
z—+00 z—+00 xs+1

-y
x2

+oo ] +00 gj
dunque I < / —f < 400 = / sin(z) dr < 400 .
1 2 0

x7 x2 + 1
o0 xe® b xe®
dz : Limiti i a studi d
(g) /_OO (@ + 1) sinb () T imitiamoci a studiare /0 (@7 + 1) sinb(z) T per
cominciare, dividendo esso in I; ed Is come al solito.
inh 1

Essendo lim sinh(z) = lim ¢ = 1 abbiamo che

z—0 x z—0 2xe®

hmw:thZO:Im/ SR TSy

x—0 % z—0 (m4 +1) 0 V&
Inoltre

SN | A 3 @ 3 g2
lim w: lim re — lim 41:7267:0
z—-+o0 = z—+oo (x4 4 1) sinh(x) a—+oozt+ 1627 —1

+oo 1
quindi I < / — < F00.
1 T
Passiamo ora a studiare

/0 ve? dr = /_1 we? dx +/O ve? dr = I3+1
—oo (@ +1)sinh(z) ~  Jooo (2% + 1)sinh(z) 1 (#* + Dsinh(z) T



I3 converge per la stessa stima di Is.
Vediamo quindi di studiare I; per concludere. Essendo

1i (z4+1z)esinh(:c) . V1 —xe”
im ———— =lim ——— =1
z—0 117:5 z—0 x4 +1
abbiamo che Iy ~ /0 e _ [—2\/1 — x}o =2(V2—-1) < 400
Vi 1 -
Mettendo tutto assieme otteniamo / - we! dr < +o0
—oo (z* + 1) sinh(x) '
1 T _ 1 o
(h) / w dz : Essendo
0 sin(x)
* — 1) cot
lim (z 1) ot(z) = lim vz(z* — 1) cot(z) = lim x? In(z) cot(x) =
z—0 ﬁ z—0 z—0

= lim /zIn(z) cos(z) = 0
z—0

(abbiamo utilizzato il fatto che (2% — 1) = (e*®) — 1) ~ zIn(z)
essendo lim ——

z—0
sin(x)

=1 ed il fatto che sin(z) ~ = essendo

lim

z—0 €T

= 1) abbiamo che

L(z® — 1) cos(x) L dx
1 dx
l) /_1 m : Essendo
\/\?(m 4) — lim 1 B

1
ac—>0 m—>0 T — 4 Z

\/H

dx

1
abbiamoche/ / 7—2/ —<+oo.
1 x|(a;— V]

1]
() / log(1 + v/z) \F) : essendo
0 sin(x)
I 1
lim .x zlim%ﬂ:l
a—0sin(z) 20 x
abbiamo che logs(;(rx\)f) % dunque

T
/01 logilln+ Sf / \f

51—-3x
dz : Effettuiamo la sostituzione x = t2 ottenendo

4 VT -2

51— 3z VB 33 ¢
d:n——/
4 VT —2 2 12

(k)

V5 292
dt:—Q/ 3t2+6t+11+t—2dt.
s _



()

(m)

2 . 2
n)/l \/:1:4—1:/1 V@2 +1)(x+1)(x—1)

3. (a)

V5 dt
Perché I'integrale converga dobbiamo vedere se converge / 3
9 _
V52 dy
Se chiamiamo ¢ — 2 = y otteniamo / — =4
0 Y

2 cos(x)

dx : Effettuiamo la sostituzione x — 1 = t ottenendo che

2 cos(x) p L cos(t+1) "
——— dx = ——= dt.
0o (x—1)2 -1 Ve
Essendo
cos(t+1)
2
. t3 I K _
%gr(l) S %13(1) cos(t+ 1) = cos(1)
t3
(t
abbiamo che % R~ / dt < +o00.
0
Pertanto (ovv1amente su (—1 Vale la stessa stima) abbiamo che
2 cos(x) dr < 4+
———dzx 00 .
0o (x—1)°
L d
/ 7$ : Ovviamente vicino a 0 sappiamo che sin(z) ~ z, dunque
o xsin(x)
/1 dx /1 dx N
~ [ —=400.
0 xsin(z) 0 x2

d
* : Effettuiamo la

sostituzione x — 1 =t ed abbiamo che

/2 r /1 dt
1 Vi =1 Jo Jtt+2)(2 +2t+2)
Essendo .
- s/t(t+2)(it2+2t+2) = lim e 2)(t12 T3
Vit

abbiamo che /1 di S /1 ﬁ < 40
o VEt+2)+2t+2) Jo Vit '

b gamt? et roo gamt?
dx:/idx +/ ———de =1 + Is.
/0 NG 0o VT 1 VT

Essendo )
. = _J;H . _a? 1 se a=0
lim 1 = lime 4z =
z—0 W z—0 0 se « ;& 0
abbiamo che I1 < +00 V a € R (essendo I} < L era#0el /1d:n
iam o Vo n — per« ~ -
1 1 0 \/5 p 1 ) \/5

per a =0 ). Inoltre

. . 3 _._a?
lim Ve lim z2e % 22 =0 VaeR
Tr——+00 — Tr——+00




T dx
equindi[2</ — <+ VaekR
1z
2
oo T

Dunue/ dr < +oo VaeR.
q 0 \/5

foo | _ o 1] e too ] e
(b)/ ¢ da::/ — +/ °_ du.
0 0 1

% T xr®
Essendo 1 — e ™™ &~ x per x vicino a 0, abbiamo che

11 —¢® L dx
/ dm%/ 1<+oo<:>a—1<1<:>a<2.
0 z® 0 T~

Consideriamo 8 > 1, 8 € R, si ha che

1—e™* +o0o ﬂ>0&
lim —%— = lim 2P~ ={1 B=a.
T—+00 por:) T—+00
r 0 b <a
too ] —e®
Dunque/ — dr < +ooseesolose a> > 1.
x
1Jrool—e*f”
Pertanto/ dr < +o00 <= a € (1,2).
0 x
+oo e T 1 e~ T +o00 oo
dr = d / dr = I + .
(c)/O 52 T 172 T + . T+ T 1+ 1

too dr
Notiamo subito che se a = 0 'integrale diventa / 1 = +00.
0o T

Escludiamo dunque il caso o = 0. Vediamo cosa succede a seconda che « sia
positivo o negativo:

e Sia o > 0 : abbiamo che

e ® —azx
xe
lim -3 :lin%f —=0 e
T— 7 z—0 T +
e 2 —ax
roe
lim xJ{l = lim =0.
T—+00 =2 z—+oo x + 1
L dx oo dx
Dunque I < — <40 e Ih < — <400 pera>0;
0 VT 1 T
e Sia a < 0 : Poniamo 8 = —a > 0 e notiamo che
N N
lim === lim = 400
T—+00 —— z—+oo 1+ 1
NZ3

e
1 Wz

—+o00 e—aac
Percio / dr < +00 <— « > 0.
0 14z

e quindi I > 400 per a < 0.

s
(d) / log(1 + avcos(x)) dx : inanzitutto vogliamo che la funzione sia definita in
0

R, dunque dovra essere 1+ acos(z) > 0. Essendo —1 < cos(x) < 1 abbiamo
che 1 —a < 1+ acos(z) < 1+ «a e quindi, perché sia positivo, avremo che



—1 < a< 1. Per a € (—1,1) non abbiamo, ovviamente, problemi. Vediamo che
succede per a = +1.
Consideriamo

g 1 s
/ log(1 4+ acos(x)) dx = / log(1 + acos(z)) dz +/ log(1 4 acos(x)) de = I1+1s .
0 0 1

e Sia a = —1: Essendo

log(1 —
lim log(1 — cos(z)) cos(z)) = liH(l) Vzlog(l —cos(z)) =0 e
z—

z—0 —_

log(1 —
%1_I>I7lr w = %1_1)1}r v —xlog(l —cos(z)) =0
VT—I

™ dx
abbiamo che I </—<+oo eI</ < 400 ;
1 2 1 \/m ’
e Sia a = 1 : Valgono esattamente gli stessi limiti e dunque le stesse stime

del caso o = —1.

Dunque / log(1 4 avcos(x)) dx < 400 <= a € [—1,1].
0

3 z(sin(x — 2))*

e —————""— dx : Il problema é, evidentemente, in x = 2 (in quanto si

© [ b (in q
annulla il denominatore).

sin(x — 2)

Essendo lim = 1 abbiamo che

r—2 xr —

/3 x(sin(z — 2))* i 5 Cx(z—2)* 3 dx
2 x? —4 ~ VT —2v/x +2 2 \/x—|-2(x_2)%fa

3 dx \/:v+2(a:—2)%_a x
~ _ do lim ——=——— =1 =1.
/ ; % - essendo xﬂ% i fore \/72

(x-2)2 "

Effettuando la sostituzione x — 2 = t otteniamo che

3 dx Loat 1 1
/71: — <4o<<=_--—a<l<=a>——.
2 (z—2)27% Jo t27@ 2 2
3 x(si —2))« 1
Dunque/ wdm<+oo<:>oz>—f.
2 x2—4 2
+o0 dx
(f) / : I problemi vi sono per a =2 ed a =3 .
« (.’L'*Q) |33*3|
Essendo . s
. (x—2)vVz—3 .. T2 .

+00 d +oo ]

sihache/ ’ %/ —f<+oo Va>3.
a (x —2)y/|x — 3| a 2

Sia o« = 3 : Essendo




si ha che (per M >> 3, M < 400)

My

/:aM(x—2)djm%/3 Vz—3

Dunque a = 3 va bene.
Consideriamo ora o« = 2 : Essendo

:[zm]f:2m<+oo.

—_

=2)V3-e lim 1

ﬁ z—2 /3 —x

lim =1
r—2

abbiamo che

/+°° dz ~ +/3 dz con _/+°° dz < 4oo
2 @-2/z=3 | )y z-2 =) -2z ‘

3.d
Ma / 7:62 = [log(z — 2)]3 = +00, indi @ = 2 non va bene.
2 T —

Non essendoci discontinuitd dell’integranda per 2 < a < 3, abbiamo che

+oo dx
/ <too<=a>2.
a (r—2)/]zr -3

Come possiamo vedere nella Figura 1, per z € [0, 1] il grafico di g(x) é sopra a
quello di f(x), mentre successivamente (quindi per x € [1, E]) il grafico di f(x)
é sopra a quello di g(x). Dunque 'area compresa tra le due funzioni e la retta
T = % é data da

% E $3 3 E _
[ (@) = g(a)) do= [ xZ—ﬁdle—f,)m] :40719121m_

-3

[ o o o - o ©

Figura 1: Grafico delle funzioni 22 (Blu) e /= (Rosso)



10

(b) Notiamo inanzitutto che 22 + 4o +4 = (v +2)? e 22 — 4z + 4 = (z — 2)°.
Come possiamo vedere in Figura 2, le due parabole si incontrano nel punto (0, 4).
Inoltre esse incontrano I’asse x rispettivamente nei punti (—2,0) e (2,0).
Dunque, ’area compresa tra esse e ’asse x é data da

(z +2)?3]" [(x—2)3r 16

- 7 _I_ - 7

)

/0<m+2)2 d33+/02(x—2)2 ar = L

—2

e w 0 T o o - @ - N 2} - n o ~

Figura 2: Grafico delle parabole (x + 2)? (Blu) e (z — 2)? (Rosso)

(c) Come é evidente dalla Figura 3, 'area che ci interessa ¢ la fetta di semicirconfe-
renza compresa tra le due rette y = 3x ed y = —3x. Per capire gli estremi di
integrazione dobbiamo vedere quali sono i punti di intersezione tra la semicir-
conferenza e le due rette. Per fare questo basta trovare la soluzione dei sistemi
tra tali funzioni :

y:y/l—xZ 2 1
= rxr=V]l—-ri<=r=—1
y:?,g; v 10
y:\ll—x2 1
= Jrx=V1l-1?<=r=—+
y:—ga’,’ \/10

Dunque l'area che ci interessa é data da

0 _1

A::/ ) \/1—x2+3xdx—|—/ Y1 —22 -3z de =
__1 0
V10

1
V10 Vo 2 0

1 1 L
:/‘/TO \/1—x2dm+%{x2}o _§[$2}m:_% +2/m\/1—x2dm.
—L 0

Effettuando la sostituzione x = sin(y) otteniamo che

1 arcsin | ——
A:—f;)+2/m\/1—x2dm=—130+2/ <m)0052(y)dy:
0 0



11

1
10

3 ) arcsin(—) 3 . 1
= ——+[z + sin(z) cos(z)], = —EJrarcsm —= | .

10 V10
Giacché
= sin (arcsin (1)> Cos (arcsin (1)> = L cos (arcsin (1>>
7= V10 10/)~ Vio V10
ed essendo

o () - o e () - o - V-
) cos (arcsin (110>) = %

A 3 n ) < 1 >+ 3 . ( 1 )
= —— +arcsin [ —— — =arcsin | —— | .
10 V10 10 10

1
abbiamo che =sin [ arcsin [ —
7 = sin (arcsin (55 )

Dunque

=2
o o S - o

Figura 3: Grafico della funzione y = 3|z| e della semicirconferenza unitaria (y = v1 — 22)



