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e Se f é pari abbiamo che f(t) = f(—t), dunque

Flea) = [ 5@ di=y — [ #=9) dy =~ [ 1) dy= ~F (@),

cioé F'(x) é dispari.
NB. In (%) abbiamo effettuato la sostituzione ¢t = —y. Inoltre
Pultimo integrale é pari a F'(x) perché la variabile di integrazione é “muta‘.

e Se f é dispari abbiamo che f(t) = —f(—t), dunque

F(-a)= [ f(t) dt=(, - / " F(y) dy = /jf(y) dy = F(x),

0

cioé F'(x) é pari.

2. Ricordiamo come applicare la regola di integrazione per sostituzione :

ponendo f(x) = g(t) possiamo cosi sostituire allinterno dell’integrale ogni x con la t.
Per fare ci6 dobbiamo, perd, modificare anche il dx in funzione del dt e gli estremi di
integrazione : da f(x) = g(t) otteniamo (derivando il termine sulla sinistra in z ed il
termine sulla destra in t) f/(z)dz = ¢'(t)dt.

Gli estremi di integrazione variano, invece, nella seguente maniera : se la x varia
tra « e f3, sostituendo tali valori in f(z) = g(t) otterremo che la t variera tra
g (f(a)) e g H(f(B)). Se I'integrale é indefinito, una volta completata I’operazione
di integrazione bisognera ritornare nella variabile di integrazione di partenza, cioé

riporre t = g7 L(f(x)).

Il primo passaggio di ogni integrale di questo esercizio sara ’applicazione della
sostituzione indicata:
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3. Con la sostituzione ¢ = tan (%) abbiamo che
o cos(x) = % o sin(z) = 1_2:%2 o dx = H% dt

Usiamo queste nozioni per svolgere i seguenti esercizi :
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(b) /WIW dz : Effettuiamo la sostituzione ¢ = tan(z)
ottenendo che

/ 2/ t2+1 B / dt
(1+tan (t2+1

J(t+1)2

Ora

1 _At+B+Ct+D_
(t+1)22+1)  #2+1  (t+1)2

t3(A+C)+t22A+ B+ D)+t(A+2B+C)+B+D
B (t24+1)(t+1)2
A+C=0 A=-1
2A+B+D=0 B=0 o
— 1 quindi
B+D=1 D=1
2/ dt _/ t+2 ¢ / 2t + 2 2 2
R+t +1)2 ) 2+2t+1 t2+1 o) Eraril t+1)2 241



L £ +2041) 1 +C_11n (tan(z) + 1)2 1 e
2 241 t—1 2 tan®(x) + 1 tan(z) — 1 N
= In(sin(z) + cos(z)) — cos(x) +c;

sin(z) + cos(z)
(c) / \/%(\;;l’-i-l) . Effettuiamo la sostituzione 2x = t% ottenendo che
/\/M(j‘%HU:S/tzildt—B/ 2+1dt:
= 3t — 3arctan(t) + ¢ = 3v/2z — 3arctan (%) +c;
(d) / ‘H:C\ig? dz : Effettuiamo la sostituzione x — 1 = 2 ottenendo che

VI — B2+t 5t 4+ 4
/IJr w x:Q/%dt:2/t+1+7+dt

x—5 -4 t2—4

5t+4 A N B t(A+B)+2A-2B
t-—2)t+2) t—-2 t+2  (t-2)(t+2)

A+B=5 A
— —

2A—2B =4 B =
= t2+2t+/ —+ i dt = t24-2t+71n (t — 2)+31n (t + 2)+c

t—2

:x—1+2¢5ii+7m(¢511—2)+3m(¢fii+2)+c;

ol NI

quindi

|

© [
/\/z dv = Q/Sinh2(t) dt = /cosh(2t) —1ldt= Smh;%) —t+c=

= sinh(¢) cosh(t) — t + ¢ = /zcosh (settsinh(y/z)) — settsinh(y/z) + ¢ =
=vVozvr+1 — n(vVz+Vr+1) + ¢ =vVa2l+x — n(vVz+vVz+1) + ¢;

)/¢?+4x+wdx:/¢*+2y+9m=3/vﬁmwﬁ2+lW_

(x
Effettuiamo la sostituzione $+2 = sinh(¢) ottenendo che
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(a) / max{sin(x), cos(z)} dxr : Come possiamo notare nella Figura 1,
cos(z) > sin(z) fino a che i grafici non si intersecano: come sappiamo bene,
tale intersezione ¢ il punto x = 7 ove entrambe le funzioni assumono il valore

@ . Successivamente sin(z) > cos(z) fino al punto di intersezione successivo,
che altro non é se non z = %77 ove entrambe le funzioni assumono il valore

\f Dopo tale punto torna ad essere cos(z) > sin(z) fino alla fine (ed oltre)
dell intervallo considerato. Dunque

2 3 2m
/ max{sin(x), cos(z)} dx = / cos(z) dx + /4 sin(z) dx +/ cos(z) dxr =
0

" i@ = Y2 o £+£+0 e

= [sin(@)]{ — [cos(a)] =2 >
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Figura 1: Grafico delle funzioni sin(z) (Blu) e cos(z) (Rosso).
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pit radici di alcun tipo, cioé

(b)

dx : Effettuiamo una sostituzione che ci permetta di non avere

z = tmemB34,6) — 412 Cosf facendo otteniamo che
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(c) /2 ————— : La sostituzione da effettuare in questo caso é ¢t = tan (%),
o sin(z) + cos(z)

cosi da ottenere che
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Effettuiamo la sostituzione Z1 = sinh(t) ottenendo che
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Per calcolare

/271' dx
o sin?(z) +1

dobbiamo inanzitutto osservare (vedere Figura 2) che

/27r dx /72‘ dx
— T =4 5~ -
o sin?(z)+1 0 sin?(x) +1

Per vedere questo basta pensare che la funzione integranda é sempre positiva,
che assume il suo minimo, 1, in 0, 7,27 e che assume il suo massimo,2, in § e

%ﬂ' (se non si crede a questo basta studiare la funzione).
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Figura 2: Grafico della funzione +Shll2 @

Applichiamo ora all’integrale la sostituzione t = tan (g) per ottenere che
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Osserviamo che
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Ma, tramite la formula del doppio radicale, abbiamo che
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