AM120 2013-2014: II ESONERO

TEMA 1. Sia f: R — R, limitata. Siano a,b € R, a < b.

1.1 Dare la definizione di integrabilita e di integrale per  fx(ap, e mostrare
che se f é monotona, oppure continua, allora fx.s ¢ integrabile. Provare infine
che, se f é monotona, oppure continua, e [ |fxpy| =0, allora f=0in (a,b).
1.2.  Dare la definizione di sottoinsiemeRmisurabile di R e mostrare che la classe
dei misurabili é chiusa rispetto all'unione, all’intersezione e alla differenza. Enun-
ciare poi, e dimostrare, la proprieta di additivita dell’integrale.

1.3 Provare che se f € C(R\ {0}) allora F(z) := [ f é definita e in C*((0, +-00)).
1.4 Sia f € C(R\{0}). Dare la definizione di integrabilitd/assoluta integrabilita di

€ +o0
f in R e provare che se f é assolutamente integrabile allora [ |f|+ [ |f] —cso0+ O.
0 1/e

1.5 Dedurre che |f]| integrabile in R = f é integrabile in R (in senso improprio).

Discutere qualche esempio di f integrabile ma non assolutamente integrabile in R.

TEMA 2. Sia f, € C°(R\ {0}) convergente ad f uniformemente su ogni

[a,b] C (0,400). Supposto che esista g assolutamente integrabile in (0, 4+00) tale

che |fu(z)] < g(z) Vz € (0,400) e ¥n € N, provare che [;°|f| < 400 e
+o0

lim, [ |f.—f] = 0. TIllustrare con dei controesempi 'essenzialitd dell’ipotesi di
0

equidominatezza. Dedurre, via TFC, che se anche le f; convergono uniformemente
in ogni intervallo [a, b] C (0,+00), allora f € C'((0,+00)) ed f'(z) = lim, f!(z).

TEMA 3 . Sia f, € C°(R\ {0}) tali che § sup |fn(z)| < 400  per ogni

n=1 zx¢€ja,b|
intervallo [a, b] C (0, +00).

3.1 Provare che se Ofo ioj |fu] < +oo allora [ io: fn= io: ?Ofn
0 n=1

n=1 0 n=10
[ee)
3.2 Sia fu(z)=ax" ove a, €R e X a, éserie convergente. Provare
=1
x 7 . . -n 1 X
che f(z):= Y a,z" ¢ definita e continua in (=1,1] e [f= > ;=
n=1 0 n=1
3.3 Supposto che a, = (=1)" |a,| provare che f é a integrale convergente in

0 0 00
[—1,0] seesolose X % < 400 edinfatti [ f= ) —T‘L‘ﬂ
n=1 —1 n=1

TEMA 4. Esponenziale complesso, periodicita di Re(exp(it)) e formule di Eulero.



ESERCIZIO 1. Determinare, ove esiste, la primitiva che si annulla in x = 0 di
(i) f(z):=(2—x)log(2® + 8z 4+ 17) (it) g(z):=e "sing

ove in (77) t é un parametro reale.

ESERCIZIO 2. Discutere convergenza puntuale, totale e uniforme della seguente

serie di funzioni: .
x"log {1+
n=1

Posto D:={rxeR: Ilaserie converge in :c}, sia

flx leog(leH) reD

n=1

Stabilire se tale funzione é

(i)  continua in D (ii)  derivabile nei punti interni di D

(iii) integrabile (eventualmente in senso improprio) in D

ESERCIZIO 3. Discutere, al variare di @ € R, la convergenza dell’integrale

00 o 1 1 1 1
4 =2 2
J (“” (10g(1+x)‘x+2x2 3x>> dr

improprio:

ESERCIZIO 4. Calcolare, se esistono, i seguenti integrali

V-1 1 T log 2
. g 3 p
(7) /_1 224+ 22+ 3 “ (7) o1+ a? o

+o00o
(vit) / e " sin wdx
0
ove t in (7i7) é un parametro reale.

ESERCIZIO 5. Provare, usando 3.3 del Tema 3 con a,, = ﬂ, che

n

1 1

/ g(x +1) i / O"i
_ 2

J, = (2n 1) / n71n




