2014-AM120: Settimana 12
CONFRONTO TRA INTEGRALI E SERIE

Sia f : [1,400) — R localmente integrabile, non negativa. Dalla additivitd
dell’integrale:

n+1 J+1
/f—nkzlm/f—nkﬁao /f—Z/f
/ /
+oo j+1
Dunque f € integrabile su [1,400) se e solo se la serie >, [ f converge e
Jj=1j
J+1

/f—zfj

Ma anche se f cambia segno, da ff = ff+ ff = $Zl f f+ ff, segue

+a3]+1
che f é integrabile su [1,+00) sse laserie > [ f  converge, e in tal caso
j=1j

[r=$ 7

Il caso di funzioni non negative e decrescenti
Proposizione Sia f > 0 non crescente (e quindi localmente integrabile) in  [1,400).

Allora

+oo

& S SG) < 400 e [ f < oo &
J 1
n+1 n+1

o FO)+ ) = [ f@de Y (f(n)— / f)+0(f(n+1)—f(c>0>) o

1 n

+1
Prova di % Segueda  f(j+1) < [ f < f(j), Vj€N.

j
Prova di #  Osserviamo innanzi tutto che si pud scrivere

FO+ .+ fm) = [ fa)de +z (f(j)/ f) (+)
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Poi, da f(j+1) < j}rlf < f(j) Vj € N segue che la serie Z <f(n)—nflf>

¢ a termini positivi. Inoltre tale serie converge, perché

Foo ntl +o0
P> (ﬂn)— 1 ) < X O = fG+D] = fn+1) = f(o0) =o(1)
Dunque & segue da (x): é:l £() = nff(ﬂﬁ)dx N j§1 (f(j) B j;fd f) -

—io (f(n)—njlf) 711” d$+Z j/Hf +O(f(n+1) = f(o0))

j=n+1
ESEMPI di uso di &

400
1. Sia f(z) =%  Siccome [ -dz < 400 se e solo se 7 > 1 la serie

1
(armonica generalizzata ) >, n% converge se e solo se r > 1.

+o0o
—dzr 1
2. 2[ x(logxx) < 400 se e solo se > 1, e quindi la serie >, n n(iognyr converge

se e solo se r > 1.
La formula & pud essere utilizzata per stimare

I) la rapiditd con cui diverge la somma parziale di una serie divergente
II) la rapiditd con cui converge a zero il resto n-esimo di una serie convergente.

[. ’Comportamento asintotico’ di Z %

1 1 1
Iy>0: 1+-+...— =logln+1) +v + O(—)
2 n n

Sia f(z) = -, cosicché

n+1
1

1 d 1 1
45+t = f)+..+fn) = 1/;+7+0(n) = log(n+1)+7+0(-)

“+oo
(v == 2 (& — log™*) < +oo sichiama costante di Eulero-Mascheroni)
1



Esercizio. Provare che J¢>0: >7 = log[log(n +1)] + ¢ + o(1).

Jj=2 nlogn

II.  Sia f integrabile. Da & : 3", f(j) = nfl F+ 04 O(f(n) segue che
i
> f(7) = JI° f + c e quindi

S 10)= [ S+ 0Uw)

Ad esempio, se 7 > 1, .5, ]% = W + O(=).

Da & segue una formula analoga nel caso f sia non decrescente:

Proposizione Sia 0 < f; € C'([1,400)) non decrescente con derivata non
crescente in  [1,400). Allora esiste una costante C' tale che

M S RG) = [+ [f@dr £ Ctol) Ak

z+1
ove f(x):=filx+1)— [ fi(t)dt >0, f <0 e o(l):=f(n+1)— f(c0)
giacché, per il Teorema della media e la monotonia di fi, si ha

x+1

Yelpatl]: f@)=filz+1)— /f1 = filz+1)— fi(E) = 0

mentre TFC, Lagrange e monotonia di f{  implicano che

Helr,z+1]: )= filz+1) = [filz+1) = filx)] = filz+1) - fi(§) <0
Quindi # si applica ad f ottenendo

n J+1

ifl(]) :/ z)dr + Z (f1]+ /fl)]fl(x)d$+7if(j) =

n+1

g/nfl(x)dx +/nf(x)dx + ij (f(n)— / f) + fn+1) = f(o0)

n

da cui, ponendo C := Jrf:j (f(n) - njrl f) <00, f(n+1)—f(oo)=o0(1), M.

Deriviamo da & il comportamento asintotico del fattoriale :

nti 1
S (\/ 21 + O()) (formula di Stirling)
e n

n!
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Proviamo prima che b € (0, +00) : b, = e b Si ha

logn! =log2+...+logn = fi(1)+...+ fi(n) ove fi(x) :=logz
E fi()y=0, f >0, fI/<0 equindisipud applicare e :

logn! = /fl(x)dx —i—/f(x)dx + c+o(1) ove fi(z) =logz e
1 1

z+1
1
f(z) == log(x +1) — /logtdt =1- xlog(l—k;) >0, V>0

T

Siccome  [log(x)dr = nlogn —n+ 1, siha intanto
1

logn! = nlogn—n—i—l—l—/f(x)dx + ¢+ f(n) — f(c0)
1

grande,

Per stimare [ f(z)dx  osserviamo che la formula di Mac Laurin per log(1 + s)
1
fornisce, per x = %

0] = 0 )

1
=1 — zlog(l4+-)=1-
fl@) =1 - wlog(l+-) =1—z| -

equindi  f=0(2), f(z)—5 =0(%) pera— +oo. In particolare  f
¢ assolutamente integrabile su [1,+00) e, piti precisamente, [ |f(z) — 5=]dz < <.

Ma allora,

n 1 n
/f /2— x+/[f() 2]dx—log\/_+/ da:—i—O( )
1 1
Riassumendo, esiste una costante C' tale che

1
logn! = nlogn —n+logv/n + C + O(-) e quindi
n

n :Enlogn—n+10g\/ﬁ eb—i—O(%) — M <€C+O(1>> b;:e = lim nle”
en n nony/n

Un calcolo esatto di b si pud ottenere usando la formula di Wallis, che assicura che

Y= 2nl! <1+O(1)> Daau b— Lim 8
T=———— ). a qui = lim - =
on — 1l yn n q n by

= lim [(n|>2 e X (Qn)QnJré] \/_hm (nl)* 2 _ = v2lim (2n!!)? =2r

no | p2ntl (2n)le?n v (2n)! n/n (2n — 1)!12p!!



PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO SEGNO DI INTEGRALE

Abbiamo visto, nel caso degli integrali ordinari, il seguente teorema di passaggio al
limite sotto segno di integrale:

b b
fn € C(la,b]), fn—n [ uniformemente in [a,b] = lim/ fn = / lim f,

n—oo n—0o0

Le f, si possono supporre anche solo integrabili, ottenendo in effetti di piu:

[ 1= 1< (b=a) sup [fu(e) = f@)] =00

z€[a,b]

Tale teorema non si estende al caso degli integrali impropri: in primo luogo perché,
se si tratta di funzioni non limitate, non ha molto senso parlare di uniforme conver-
genza, e, in secondo luogo, perché su intervalli non limitati la convergenza uniforme
non garantisce che il limite degli integrali sia l'integrale del limite. Vediamolo con
degli esempi:

Esempio 1. Siano f,(z) = %X[n7n+1], gn = NX(0,1]- Siccome, fissato x, si ha
fa(x) =0sen >xegy(z) =0sen>=L>0eperogninsez <0, vediamo che
per ogni z fissato, f,, e g, sono definitivamente nulle, e quindi f,, e g, convergono
puntualmente (ed infatti uniformemente nel caso di f,) ma [g fn = [ggn =1 Vn,
e quindi l'integrale del limite non ¢ il limite degli integrali.

2

Esempio 2. Sia f(x) := T Si ha che f,(z) :=nf(nx) = s = 0 Ve € R
ma fy fu(@)de = ' f = Jo° 2% % 0 mentre f; lim, o f, = 0.

In questo esempio la f,, non converge uniformemente in [0, 1]. Converge per$ uni-
formemente in  [0,0] Vo € (0,1).

+o00o
Esempio 3. Se f € C(R) é limitata ed integrabile in R con [ f(t)dt #0, é

A

S|
SR

400 400
fulz) = ) =, 0 uniformemente in R ma / folz)dr = / f(t)dt #0

D’altro canto, I'ipotesi di uniforme convergenza pué sicuramente essere indebo-
lita, come indicano i seguenti esempi:

2", x €0,1]. Tale successione converge, ma non unifor-

Esempio 1.  f,(x)

1

1
o 0= Ofx{l}(x)dx. Dunque

1
memente, a xqy(z), « € [0,1] e [a"dx =
0
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il limite degli integrali é uguale all’integrale del limite, anche in questo caso in cui
la convergenza non ¢ uniforme.

Notiamo perd che, anche senza calcolare I'integrale, si sarebbe potuto arrivare alla
stessa conclusione usando la convergenza uniforme in [0,1 — 6] V6 € (0,1).

Esempio 2.  Siano f € C((0,1]) g€ C([1,400), integrabili (eventualmente in
senso improprio) in (0, 1], [1,+00) rispettivamente.
Allora  f, = fx1; converge puntualmente in [0,1] (e uniformemente in

1 1
[0,1] Vo € (0,1)) ad f e, per definizione, [ f=1im [ f,. Ma non sard vero,
0 "o

1
in generale, che [ |f, — f| —n 0.
0

Similmente, g, := gxp,, converge puntualmente in [1, +00) (ed uniformemente
in [1,M] VM > 0, ma non, in generale, su tutto [1,+00)) a g e, per definizione,
00 00 1

J'g=1lim [ g,. Ma non sard vero, in generale, che [ |fr— f] =0 0.

1 1 0

Se invece f (0 g) non sono integrabili (in senso improprio), allora le f, e g, forni-
scono esempi di successioni di funzioni (continue) integrabili il cui limite puntuale
(od addirittura localmente uniforme) non ¢ integrabile.

Ritornando al caso in cui f (o g) siano integrabili, anzi, assolutamente integrabili,

|—=

1 n 0 e’}
vediamo che [ |fo—fl=[1fl =20, [ l9.—9g| = [l|g] = 0. Pidin generale
0 0 1 n

Teorema Siano f, € C((a,b)), fo —n [ in (a,b), —00 < a < b < +00.
Supponiamo che:

(i) la convergenza é uniforme su ogni  [a, §] C (a,b)

b
(i) Jg: |fulz)] <g(x) Vn, z con Jg < 40 (equidominatezza)
b b b
Allora / |fo—fl —n0 e quindi lign / fo = / liqgn fn

Prova. Fissato € > 0, esistono a. < b, in (a,b) e n. tali che

Vn > n.

Jo+ a5 sw |f0)-f0)] <

te[aabe]

N

e quindi

€

j Fult)dt — /b F(t)dt :

3279+2fg+fuuw—f@Wﬁs;+
a be Qe
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Jr
Esempio 1. Calcolare lim [ e loga g

1 2
noog +x
w ol | log x| +eo | log x| | log x|
. e n logzx A 129621
Siccome [ 2*| < TR e ({ zdr < 4oo perché 25 va a

zero, per = che va all’infinito, pid rapidamente di -  mentre diverge in modo
2

T
logaritmico (e quindi molto lentamente) in z = 0, vediamo che si tratta di una

. . . 1 . .
successione equidominata che converge puntualmente a % in (0,+00). Di

pit, la convergenza ¢ uniforme in  [4,3] Vo € (0,1), perché

| log x|

1 x
d<zx<-= < |log 4], l—ew<l—em =
) 1+ 22

log x e~ logx a1
- < |logd| (1—e ns) —, 0 Vo € (0,1
Bt - ST < logd] (1- ) 0.1

+oo _z +o00o
Dunque lim [ % dr = ii_gx dx. D’altra parte, cambiando variabile
"0 0
r = %, vediamo che
i log = / —logt dt e logt
/ dr = — = — [ ——dt
1+ 22 1412 —2 1+
0 oo 1
Concludiamo che
e~ logx T log a 1lox T log
hm/ g dr = & dr = & dx / & dx =
1+ a2 1+ 22
. . Tt =z +oo |
Esempio 2. Il Teorema non assicura che lim [ “*=2Fdy = [ 2% d.
o0 0
In effetti il Teorema é inapplicabile perché la successione  f,(r) = &1  non

X
é equidominata, giacché |2 < g(z) Vr > 0,n € N = [z <
xr : x
g(x) equindi g, al pari di 22  non é assolutamente integrabile. Effettuando una

integrazione per parti I’ mtegrale dato si pud convertire in un integrale assolutamente

+oo .
3 3 . S x _
convergente, e quindi....: Of Hhdr =

+Ool—cosx 1 —cosz

—x2 T
0

0 x?

too TR0y 29— cos 2t
_ / COS T dl‘ _ / COS 2dt _
VTS

t2

+oo . o +oo _t . o9
sin“t e n sin“t
= / dt = lim/ — dt
n t2
0 0



APPENDICE

Dedurre dal teorema di passaggio al limite sotto segno di integrale il teorema
della derivazione termine a termine in ipotesi C*.

Il limite delle derivate é la derivata del limite.

Siano fr € CY(I), I intervallo aperto. Supponiamo fi convergano puntualmente
a fin I, e che f! convergano uniformemente a g in ogni [a,b] C I. Allora

feci ) e f=g=lmf

Dimostrazione. Il Teorema Fondamentale del Calcolo assicura che
fal@) = fuleo)+ [ fultyit
xo
In virta della uniforme convergenza delle derivate, passando al limite si ottiene
flw) = flao) + [ glyat
zo

Ora, g, limite uniforme di una successione di funzioni continue, é continua. Per il
TFC f é derivabile e f' = g.



