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SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR
Sia f € C*((a,b)), (zo—0,20+0) C (a,b). Sia h :=x — x.

SERIE DI TAYLOR

(n ()

(n)

zeR

si chiama serie d1 Taylor di f di punto iniziale z.
SVILUPPABILITA IN SERIE DI TAYLOR, ANALITICITA

f sidice sviluppabile in serie di Taylor attorno ad x( se

Ir>0: flro+h) = iwhn, Vh e (=r,r)

= n!
f sidice analitica in (a,b) se é sviluppabile in serie di Taylor attorno ad
ogni zo € (a,b).
NOTA. f(z):=e " se x #0, f(0)=0 ¢éCR) ma non é sviluppabile in
serie di Taylor attorno ad 2o = 0  perché f(™(0) =0 Vn € N.
ESEMPIO 1 f(x) := L = goxn Ve (=1,1)

serie di Mac Laurin (cioé di Taylor di punto iniziale 2o = 0) perché £ (0) = n!
Notiamo che il resto n-esimo nella formula di Taylor (di punto iniziale zero) é

R,(z) = Z b =-L -1 ﬁn: = 1”_“ 20 Vre(-1,1).
: : — n,.n 1 — n n
Quindi = > (-1)'x T > (—-1)"a? Vz e (—1,1)

ESEMPIO 2. log(l1—z) =— > ““0 per  [a <1
n=0

Notiamo che, per il criterio della radice, la serie di Taylor converge se |z| < 1.
Che la serie abbia per somma la funzione data, segue derivando la formula di Taylor

n—1 ,.k+1
Clog(1—2) = Y ot Rpn(z) =
o k+1

= Zaz +R, (2 Vo € (—1,1)



e quindi R, ,(z) = £~ —, 0 Va € (=1,1) Ora, se |z| < 1, per Lagrange,
esiste £ con |£] < |z| tale che
Rn-l-l( ) gn—&-l e
(B (2)] < |1 = [Ron (O = |5 g‘—‘ =0

La convergenza della serie di Taylor ad f segue allora da

Proposizione f e C®(xg — d,x9 + d)) é sviluppabile in serie di Taylor
attorno ad zg sse Ir > 0: R, (20, h) —n—ioo 0 Vh € [—1,7].

: 1 (o)
Infatti f(xo+h) — > =—2h" = Ry(xg,h).

!
n.
n=0

e (criterio di sviluppabilitd) In particolare, se 3r > 0, M, > 0 :

M,n!
sup |f(”)(x0—|—h)| < Tnn VneN

[h|<r

allora f é somma, per ogni |h| < r, della sua serie di Taylor centrata in z.

Infatti, | Ry (2o, h)| = |5, f(”“)(x +7h)| < MM 0 se B <)

ESEMPIO. La funzione Inz ¢é sviluppabile in serie di potenze attorno ad ogni
xo > 0, cioé é analitica in R*.
Infatti, siccome D"*'Inz = (—1)"nlz= ") fissato zy > 0, risulta

Ih| < % = [D"In(zo + h)| =

Quindi la serie di Taylor di Inz centrata in x ha per somma Inx in |z — x| < %

Nota. La serie di Taylor di Inz centrata in zq > 0, e data da Z W
0

converge in effetti se |x — 29| < zp. Vedremo che ci6, insieme all analiticitd di
In z, implica che Inzx coincide con la somma della sua serie di Taylor, centrata in
xg, in tutto U'intervallo in cui tale serie converge, cioé, in questo caso, in |z —xy| < .

e (criterio di analiticitd) In particolare, se AM,r > 0 tali che:

Mn
fP@)] < —= VYneN, Vee(e,b) e (rg—8ao+3)C(ab),5<r
T

allora  f(x) = Z f<n>(z0 Nax—z)" Va € (xg—8,mo+06) cioé f é analitica in (a, b).
=0



e (criterio di ’interezza’)  Se per ogni r > 0 esiste M, > 0 tale che

max [f™(z)| < M, Vn

|z|<r

allora f é intera, cioé é somma della sua serie di Mac Laurin su tutto R.

. n+1 n+1
Infatti, |z| <r = |R.(x)| < n++1' Sup|x\<r|f D(z)| < MTH'+ S0 =

oo £(n)
= Z / (0>a:”, Vr e R
= nl

Si ottengono subito, ad esempio, i seguenti sviluppi in serie validi in tutto R:

00 o0 1,271—&-1 00 xQn
T — — i = 1" = -H"—
e 2 sin nz:%( ) o 1 COS T nz:%( ) o
1 2 pn 00 " o0 x2n+1 00 x2n
sinhr = 51257 — 2OV = 200 cosha = 0 o)

> —1)... (a— 1
Q4o =1+ 2ol n,(a Do wee(-11) (8
n=1 :
. dn _ . Ap+1
Si ha, e —(142)* = a(a—1) ... (a—n+1)(14z)*". Siccome P ||

ove  a, = |O‘(°‘_1)"'(zf"+1)||x‘n , la serie converge per |z| < 1. Inoltre, Vr > 1,

Je, >0 |a(°‘71)';b(!a;"+1)| <e¢r® equndi 0<d<1l, 6<1l4+z2<2 =

d" max(0%,2%) ¢, " n! , e

(14 2) < (9%,2%) = (1+2)* ¢analiticain (—1,1)
dam o
Dunque (1+ z)* é sviluppabile in serie di Taylor attorno a o = 0. Come vedremo,
I'analiticita pid la convergenza della serie di Taylor in |z| < 1 d4 (%). Di qui si
ottiene anche che, per z € (—17 1), si ha

1 — I
1 J—
NG + Z = 2nl!
1 =2 on — 1M 1 iy o 2n — 11!
- =1 o Tt on e a2 2n
V1— 22 + ; 2n!! o \/1—1—1:2 L+ Z 2n!!

NOTA. In tutti gli esempi visti il resto converge a zero per tutti e solo gli A in un
intervallo del tipo |h| < r. Non é un caso....
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SERIE DI POTENZE

Dati ag, a1, ...,a,,..., x € R, chiameremo serie di potenze la serie
o
> a, " (SP)
n=0

L’insieme delle x per cui (SP) converge é necessariamente un intervallo
centrato nell’origine, detto intervallo di convergenza. Il suo raggio si
chiama raggio di convergenza della serie.

o0

Infatti, se Eo a, xy converge, allora |a,zf| é limitata e quindi
n=

n n = T n
" < supla, x5] Y |;\ < +00
n

n=0

oo oo T

o] <lwo| = > lana"| < 3 lanag]|—

n=0 n=0 Lo

Dunque il raggio di convergenza é  sup{|z| : § a, " converge}.
n=0

Proposizione (Formula di Cauchy-Hadamard).

Il raggio di convergenza r di (SP) é dato dalla formula

1
re= ——
lim sup \”/m
(3 := 400, = :=0). Infatti
00 oo
2l <1 = Y laa| < +oo, ol > = ) e = oo
=0 n=0

Cié segue subito dal criterio della radice:

|| limsup(|an|)% = limsup(|x|”|an|)% <1l = D la,2" < 4+

n=0

-
I

o0
|| limsup (|a,|) limsup (|z]"a,))" > 1 = 3 |a,2"| = 400
n n n=0

Dunque {|z| < r}é 1 intervallo di convergenza.

NOTA. Jr:=lim |a:ﬁ| = an|n — 1 = r ¢ raggio di convergenza.
Ad esempio, la serie di Mac Laurin di =, di log(1 + z), di (14 2)* a ¢ N hanno

. e 1
raggio di convergenza 1 (é utile ricordare che n» —,, 1).



ESEMPI (di serie di potenze).

(1) io n™ 2" ha raggio di convergenza r = 0. Infatti (n")% = n — +o00
(2) %O:O ; ™ ha raggio di convergenza r = +o0c. Infatti ("H) — +00.
(3) io n® 2™ ha raggio di convergenza r = 1. Infatti (n®)w = (nw)* — 1
(4) io ’ZZ—T,L x™ ha raggio di convergenza r = % Infatti,

o = (o
(5) i (—1)"2Z=lzm  ( serie di Mac Laurin di m) Ha raggio di

convergenza 1 (come tutte le serie binomiali).

NOTA. Dagli esempi precedenti si vede che una serie di potenze pud avere
qualsiasi comportamento agli estremi dell’intervallo di convergenza.

In (3) :

se a >0 la serie diverge in = 1 mentre non converge né diverge in r = —1
Se aw € [-1,0), la serie diverge in x = 1 e converge in x = —1 (Leibnitz)
se « < —1  la serie converge assolutamente sia in = 1 che in z = —1.
In(4): Y % - =+oo perché, da
n=0
n"\/n 1
nl = Vi (\/ 2m + O()) ( formula di Stirling )
en n
segue = = \/%io( ol Infine, la serie converge in = —1 ( Leibnitz).

In (5) : siccome
2n— 1 2n 4+ 1 2n+2

; > 1
2nl! 2n+ 211 2n+1
la serie converge in x = 1 ( criterio di Leibnitz) mentre in x = —1 diverge perché,
per Stirling,
2n—111  2n!  2n! _ o 1 )
on!l  (2nI)2  22(pN)2 TN/

Proposizione. Sia r > 0 il raggio di convergenza di Y a, ™. Allora

- d n . = n—1
. Lzzoan ] zz:d— ]—nz::lannx
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NOTA  limsup|nay|= = lim sup |an|n e quindi le ’serie derivate’ (ovvero le
'serie delle derivate’) DFf = Z D*(a,z™) = Z apnn—1)...(n —k+ 1)a"*

hanno lo stesso raggio di convergenza della serie data
. & .
Prova. Sia f(z):= Y a,z", |z| <r. Essendo le due serie assolutamente
n=0
convergenti per ogni |z| < r, si ha

f(x+h)—

> Znan
3 an((x—i—h; —x —nx”_1>

n=2

> r+h)" — 2™ — nha" !
<3 Jal|! 2
n=2

Dal binomio di Newton, ed effettuando il cambio di indici m :=n — 2, j :=k — 2,
troviamo

‘(Z‘ +h)" =" — nhx"‘l‘ =

n

n!
=|2" +na" 'h+h* > ——— 2" — (2" + nha™ )
= kln— k!
_ 2 Z m + 2! i | = 2 i (m+2)(m+ 1)m! m—i pi| <
= J+2tm =l o (+2)(+1)jtm— ! -

Rin(n 1) Y < o] (B = K — 1) (e + [B])"

Dunque, se |z|+ |h| < 7, e quindi io: lan|n(n—1)(Jx|+|h|)"? < +o00, troviamo
n=2

< [h| Z |an|n(n — 1)(Jz| + |R])" " —4—0 0

n=2

r+h)— f(x > n

n=1
Corollario Sia r > 0 il raggio di convergenza della serie § a, x". Allora, se
f(z) = § a, v" |x| <7, sihache fe€C®((-nr7)) e f™(0)=n!a,,
n=0

[ee)
equindi > a, 2™ € la serie di Mac Laurin di f. Inoltre
n=0

a]+k .f

Dk<§)anxn> Zan (n—1)...(n—k+1) i

Jj=0

ESEMPIO f}o G ) = e Ve e (-1,1)
j:



PROPRIETA DELLE FUNZIONI ANALITICHE
in (a,b) se é sviluppabile in serie

Come gid detto, f € C*((a,b)) é  analitica
di Taylor attorno ad ogni xqy € (a,b):
oo £(n)
Vg €1, 3r=r(zg): flz) =) / n('iﬁo) (x — xo)", Ve € (xg — 1,20+ 1)
n=0 :

Ricordiamo che
Se f € C*((a,b)) ¢ tale che

Proposizione
Mn)!
| < — VneN

M, r>0: sup | £ ()
(a,b)
V z9 € (a,b), si ha

allora f é analitica in (a,b). Pit precisamente,

(n)
/ (|x0) (l’ - Q?o)n, Vz € (xo —r,xo+ 7’) N (a’ b)

fo = >
n=0

Principio di identita
Ja € (a,b): f™(zg) = g™ (z0) VnEN

Siano f, g analitiche in (a,b). Allora

= f =g in(a,b)

Prova. Posto h(x) := f(x) — g(z), si tratta di provare che
= h =0 in(a,b)

Jz0 € (a,0): h™(zg) =0 VneN
Dall’analiticitd: 36 > 0:h(z) = 0 Vz € (o9 — 9,20+ 0)
V=sup{z <b: h(t) =0 VteE[zg,x]} > z0+3d>

e quindi

Ora, z <V = h =0in [zg, 2] = h™(x) = 0in [xg,V'), ¥n. Se fosse V' < b, sarebbe,

per continuitd, h™(b') = 0 V¥n e quindi h = 0 in un intorno di ¥, contraddicendo

la natura di sup di b'.

Corollario Sia f analitica in I. Sia (a,b) C I C (a/,b") . Allora

(i) (continuazione unica) f =0in (a,b) = f=0in/

(ii) (unicitda del prolungamento analitico) Se fi, fo sono analitiche in (a/,b’) e
f = foin I (cioé f1, fo sono prolungamenti analitici di f ad (a’,b’)) allora

fi =
fi = foin (d',0).



Zeri di funzioni analitiche

Una funzione analitica in (a,b) e non identicamente nulla, ha, in (a,b), solo zeri
isolati.

Prova.  Supponiamo che esistano z,, € (a,b) zeridi f e tali che z,, — x¢ € (a, b).
Per continuitd, f(xg) = 0. Inoltre, per Rolle, esiste z/, tra x, e x,.; tale che
f(x)) = 0. Per la continuitd di f’, si ha che é anche f'(xy) = 0. Iterando il ragiona-
mento, si conclude che f™(zy) =0 V¥n € N. Dal principio di identité segue allora
che f =01in (a,b).

La somma di una serie di potenze é una funzione analitica

[e.°]
Prova. Sia f(z) = Y an(r—x0)" somma di una serie di potenze avente
n=0

- : _ : 1
raggio di convergenza r, esiano 0 < r < 7 < r . Da  limsupy |ax|* :% =<
segue che

Si=

1 —
3k lajir] < R Vk >k, VjeN
Da f®(2) = §0 G i (= xo) segue
]:
_ @ UKL
|t —xo] < r = |fYz) szo ;! 77k
Usando ora la formula iol (j;f,k)! ¥ = # Vr e (—1,1), otteniamo
=0 7
k! 7 k! -
(k) _
[f P ()| < Al e e Rk 2| <r

Dalla Proposizione precedente segue che f ¢é sviluppabile in serie di Taylor (di raggio
di convergenza almeno 7 — r) attorno ad ogni punto dellintervallo [—r, r].

Corollario

Se f é analitica in (a,b) e la sua serie di Taylor di punto iniziale z, ha raggio di
convergenza r > 0, allora

flz) = Zofn(!o)(x—xo)”, Vo € (xg —r,x0+ 1)



