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Tutorato 9:  Funzioni continue. Ripasso per il secondo esonero.

Soluzione Esercizio 9.1.

(9.1.1) La funzione ¢ continua su R\ {0} (essendo composizione di funzioni continue). Inoltre, puo essere estesa ad una funzione continua

su tutto R: infatti
li —— T
im arctan | — | = —.
z—0 2 2

~ {arctan (m—lz,) se x # 0,

Quindi l’estensione continua ¢ data da

f@) = 5 se r = 0.

(9.1.2) La funzione, continua su R\ {0}, non puo essere estesa in modo continuo su tutto R. Infatti, non esiste il limite di tale funzione

per z — 0, o meglio
. 1 s
lim arctan [ — | = +—.
z—0% X 2

(9.1.3) Poiché
lim z[z] =0+#1= lim z[z],

rz—1— r—1+

la funzione non puo essere estesa in modo continuo.
(9.1.4) Siha f(z) :={z} + {—z} = — ([—z] + [#]) e quindi
0 sexeZ,
-]

1 altrimenti,
poiché [—z] = —1 — [z] se x € R\Z.

(9.1.5) Abbiamo
lim |[2][* =0-£1= linla+|[m]|{w}.

rz—1—

Quindi la funzione non puo essere estesa in modo continuo.

(9.1.6) Si ha

f(x)::ﬁAx =\

(&)

1 9 {1}4 se |x| =1,

2

In effetti, f é continua su tutto R, poiché %4 e x° coincidono in +1.

(9.1.7) E

r+lz]  Jx sex
2 x

Tale funzione é quindi continua su tutto R.

3 ™ 5

cos(z) sexe A+ 2rZ,
sin(z) se xz € B + 27Z.

(9.1.8) Siano

Allora

sin(x) v cos(x) =

Tale funzione ¢ continua poiché sin (% + 2k7r) = cos (% + 2]4:71') e sin (%’r + 2k7r) = cos (‘%T + Qkﬂ') per ogni k € Z.
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Soluzione Esercizio 9.2. (9.2.1) Sicuramente, 2 # 2. Si vede poi facilmente che

xr— 2

‘<1 < <l

Quindi, se x < 1, la serie converge assolutamente.

(9.2.2) La serie converge assolutamente. Infatti, nd+3=nde % 1 se n é sufficientemente grande, i.e. se n > N, per un qualche
N € N. Quindi
v/ncos(mn) < A giigi Vn> N
nd+3 n+3 n? n n?

(9.2.3) La serie converge per il criterio di Leibniz.

(9.2.4) Se |z| < 1, la serie converge assolutamente per (e.g.) il criterio della radice (si pud anche far ricorso a delle stime elementari).
Se |z| > 1, la serie diverge assolutamente (e quindi diverge se x > 1). Se = € {£1}, si vede ancora che la serie converge
assolutamente. Se x < —1, la serie non converge.

(9.2.5) Ricordiamo che, per definizione, cosh(z) = % Si ha

o el [ 2 le]
cosh(n) e V14+e 2" nowo e

Quindi, se |z| < e, la serie converge assolutamente e diverge assolutamente per |z| > 1. Poiché

lim —— —9 i (D€

non converge,
n—ow e + e~ " n—c cosh(n)

)

la serie é divergente per x > e, e non converge per x = —e. Si vede poi che la serie non converge anche per z < —e.

(9.2.6) La serie ¢ divergente (nonostante il primo termine converga per il criterio di Leibniz). Infatti, ricordiamo che tan (-) ¢ periodica
di periodo 7. Quindi

tan(10) — tan (37 + (10 — 37)) — tan(10 — 37) = 1

Verifichiamo (a). E 0 <10 — 37 < 1, e tan(-) ¢ monotona crescente tra 0 e Z. Quindi

1
tan(10 —371) <1 < 10737r<%=arctan(1) < w>3+T3

ed é vero poiché m > 3 + 100 >3+ 1—13 Allora

st (G) oL
2 (tan(10))" Z n? (tan(10))" =+

n=4
poiché lim,, m = 400.

Soluzione Esercizio 9.3.
(9.3.1)

. . 2

sin(|z|) _ sin(|x|) x |l = .

log(1 + z2) |x|  log(l + x2) a2
—— —— — ‘\go"
—1 -1 -

(9.3.2) Poniamo a(z) := “2=) - Abbiamo
log(sinh(z)) tan <1) N (1> log (e”(1L — %)) —log(2) _ N (1> (1 L log(L—e™®) 10%@)) Ty

xT x T x
—

—1

(9.3.3) Il limite non esiste. Infatti, notiamo che se x € [2,2 +¢) (0 < ¢ « 1) allora [z] = 2 e {z} =  — [z] = x — 2. Se invece
re(2—e¢,2),allora [z] =1e {z} =2 —[2] =2z — 1. Quindi

2 2
Tl ) AU U S TN el G
r—2~ [ZC] r—2+ ["E]



Universita degli Studi Roma Tre — CdL in Matematica 3 Dicembre 2012

(9.3.4) cos(mn?) = (—1)"", quindi a, := 1 — cos(mn?) < 2. Inoltre, as,1 = 2 per ogni n ((2n + 1) ¢ dispari per ogni n). Quindi
limsup,,_, o, (1 — €oS (77712)) = 2.

Soluzione Esercizio 9.4.

(9.4.1) Poniamo E := {J} eR

422 —Tx +3 # O}. 1l suo complementare ¢ un insieme chiuso (si vede senza fare alcun conto: CE puo

essere o il vuoto, o un punto oppure due punti distinti), quindi E & aperto.

(9.4.2) L’insieme E non ¢ né aperto né chiuso. Non & aperto poiché non contiene (a,, —,a, +7) per alcun r > 0, se n & sufficientemente
grande, dove a,, := tan (2”_17r) (an, — ) (i.e., esistono punti non interni). Non & chiuso poiché non contiene tutti i suoi punti

4n
di accumulazione (¢ ZE = [—%,1] u {o0}). Percio E = [-%,1] U {an ne N} v {oo}.

Soluzione Esercizio 9.5. Ricordiamo che una funzione f : A c R — R & continua in zg € A se lim, ., f(x) = f(xo), i.e. se
Ve > 03§ = (e, z) > 0 tale che |f(z) — f(y)| <e Vye (x — b,z +§) (cioé per ogni z,y t.c. |z —y| <J).
(9.5.1) Fissato x € R, si vede che comunque fissato ¢ > 0, § = ¢ soddisfa la definizione.

(9.5.2) Presi « € R, e > 0, dobbiamo trovare un 6 = (e, x) tale che
z—y| <6 = |2?—¢’|<e
Abbiamo |22 — y?| = |z — y||z + y| < 6 (2|=| + §). Quindi, si tratta di trovare un 4 tale che

82 +20|z| —e <0,

cio¢ ¢ sufficiente scegliere un qualsiasi ¢ € (O, Az +4e? — 1).

(9.5.3) Presi z > 0, € > 0, dobbiamo trovare ¢ > 0 tale che
|z —yl<d — |log(y) —log(x)| <e

Possiamo scrivere y = « + 7, con 7 € (—6,6). Allora,

log(y) — log(@)| = [1 + = |.

Ricordiamo ora il limite notevole lim;_,¢ w = 1. Dalla definizione di limite, abbiamo che se ¢ é sufficientemente piccolo,
allora log(1 4 T 5

o) + =

g(Tm)—l‘<e = ’10g(1+z>’<m(e+1)<7(5+1)<e.

- x x x
Quindi, basta scegliere § < e(e + 1)x.
(9.5.4) Presi x € R, € > 0, scriviamo y = x + 7, 7 € (—6,6). Quindi
le¥ —e"| = [e"tT —e”| =e"|e" ! < e"S(e + 1) <e.

E sufficiente scegliere § € (0, Eil) e ",
Soluzione Esercizio 9.6. Chiaramente, tale limite non puo essere +oo (altrimenti, verrebbe contraddetta la periodicita di f). Sup-
poniamo allora che 3¢ € R tale che Ve > 03X > 0 tale che |f(x) — ¢| < € per ogni z > X. Comunque preso = € R, prendiamo k € N
tale che z + kT > X. Allora
|f(z) =L = [f(z + kT) — | <e.

Per larbitrarieta di e, otteniamo che f(z) = ¢ per ogni x € R.
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