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Esercizio 7.1. Studiare la convergenza semplice ed assoluta delle
seguenti serie:
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Esercizio 7.2. Studiare la convergenza semplice ed assoluta delle
seguenti serie, al variare dei parametri x, α, β P R:
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Esercizio 7.3. Stabilire se i seguenti sottoinsiemi di R sono aperti
o chiusi, e determinarne i punti di accumulazione:
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Esercizio 7.4. Sia X un insieme non vuoto. Un’applicazione
d : X ˆ X Ñ r0,`8q si dice essere una metrica (o distanza)
su X se, per ogni x, y, z P X, si ha

(i) dpx, yq “ 0 ô x “ y,

(ii) dpx, yq “ dpy, xq (simmetria),

(iii) dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq (disuguaglianza triangolare).

Se d è una metrica su X, si dice che la coppia pX, dq è uno spazio
metrico.

(7.4.1) Stabilire se le seguenti funzioni sono distanze su X, al
variare di X P tR, p0,8q, p´8, 0qu:

(a) d1px, yq :“
ˇ

ˇx2 ´ y2
ˇ

ˇ,
(b) d2px, yq :“ px´ yq2,
(c) d3px, yq :“

a

|x2 ´ y2|,
(d) d4px, yq :“ |ex ´ ey|.

(7.4.2) Dimostrare che se f : X Ă RÑ R è una funzione iniettiva,
allora dpx, yq :“ |fpxq ´ fpyq| è una metrica su X.

Esercizio 7.5. Sia F Ă R. Provare che

F è chiuso ô ptxnu Ă F : xn Ñ x P R ñ x P F q .

Esercizio 7.6.

(7.6.1) Comunque scelto k P N, esibire un sottoinsieme A Ă R tale
che #DA “ k;

(7.6.2) Trovare un sottoinsieme illimitato A Ă R tale che DA “ H
e A “ BA;

(7.6.3) Provare che BA “ Az 8A “ AX AA;

(7.6.4) Provare che O Ă R è aperto se e solo se O X BO “ H;

(7.6.5) Provare che F Ă R è chiuso se e solo se BF Ă F ;

(7.6.6) Provare che A Ă R è simultaneamente aperto e chiuso se e
solo se BA “ H;

(7.6.7) Dimostrare che 8Q “ 8
ŇAQ “ H e BQ “ R;

(7.6.8) Sia A Ă R un aperto. Provare che 8
ŊBA “ H. Si può

concludere lo stesso se A è chiuso? E se A è un insieme
qualsiasi?

Esercizio 7.7. Sia tanunPN Ă r0,8q. Dimostrare che se
ř

ně1 an
converge, allora converge anche
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controesempio, che il viceversa non è vero.

Esercizio 7.8. Stabilire per quali x ą 0 la serie
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è convergente.

Esercizio 7.9. Sia tanunPN una successione monotona crescente
di numeri positivi. Dimostrare che la serie

ÿ

ně1

an
śn
j“1 p1` ajq

è convergente.

Esercizio 7.10. Siano a1, b1 ą 0, e si definiscano
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, @n ě 1.

Provare che la serie
ř

ně1 an è convergente, mentre
ř

ně1 bn è di-
vergente.
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