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Serie numeriche. Elementi di topologia di R — 2.

Esercizio 7.1. Studiare la convergenza semplice ed assoluta delle
seguenti serie:

(T.11) Lo (Sin(sin(m)", (715) T,y b sin (5:55),

—vA
(712) Zn;OQ ’ (716) Zn>2 m’

(7.1.7) X,
(7.1.8) 2=t H?:l sin (%jﬂ')

Esercizio 7.2. Studiare la convergenza semplice ed assoluta delle
seguenti serie, al variare dei parametri z, o, 8 € R:

log(n?z
(7.25) 3,0, 822,

nvn
(7.1.3) Xns0 5>

(714) ZnZO (T%)’

> arctan (#),

n

(7.2.1) 250 357

(7.2.2) Yoso 7o (TZﬁ)ELglﬁfi( ;6> 0),
(7.2.3) Xm02” (>0), (7.2.7) 3,-02V"

sin(x™ a,n?
(7.24) 3,5, 35, (7.2.8) 3,21 0™ (x> 0).

Esercizio 7.3. Stabilire se i seguenti sottoinsiemi di R sono aperti
o chiusi, e determinarne i punti di accumulazione:

(7.3.3) {%}

(7.3.4) {2? +z <2}

(7.3.1) {¥52

neN’ ’
neN

(7.32) {22 +z+1 =0},

Esercizio 7.4. Sia X un insieme non vuoto. Un’applicazione
d: X xX — [0,+00) si dice essere una metrica (o distanza)
su X se, per ogni x,y,z € X, si ha

(i) d(z,
(ii) d(z,y) = d(y,z) (stimmetria),
(iii) d(z,z) <

y)=0 < =z=y,
d(z,y) + d(y, z) (disuguaglianza triangolare).

Se d & una metrica su X, si dice che la coppia (X, d) ¢ uno spazio
metrico.

(7.4.1) Stabilire se le seguenti funzioni sono distanze su X, al
variare di X € {R, (0, 00), (—o0,0)}:

(a) di(z,y) := |a* —y?,
(b) da(z, ) = (v —y)%
(¢) ds(x,y) = /]2 —y?],
(d) dy(z,y) :=|e® — eY|.

(7.4.2) Dimostrare che se f : X © R — R & una funzione iniettiva,
allora d(z,y) := |f(z) — f(y)| & una metrica su X.

Esercizio 7.5. Sia F' < R. Provare che

F échiuso & ({zp}cF :2,>2zeR = xe€F).

Esercizio 7.6.

(7.6.1) Comunque scelto k € N, esibire un sottoinsieme A c R tale

che #9A = k;

(7.6.2) Trovare un sottoinsieme illimitato A < R tale che A4 = &

e A=0A;

7.6.3) Provare che 0A = A\A = A~ [4;

7.6.4) Provare che O c R ¢ aperto se e solo se O n 00 = ;

7.6.5) Provare che F' — R ¢ chiuso se e solo se 0F c F;

(
(
(
(7.6.6

)
)
)
) Provare che A c R ¢ simultaneamente aperto e chiuso se e
solo se 0A = (J;

(7.6.7) Dimostrare che @ = @ =@ edQ=R;

Sia A < R un aperto. Provare che 971\ = . Si puod
concludere lo stesso se A € chiuso? E se A é un insieme
qualsiasi?

(7.6.8)

Esercizio 7.7. Sia {an},.y < [0,0). Dimostrare che se >, _, an

converge, allora converge anche ) _; a?. Provare, esibendo un

controesempio, che il viceversa non ¢é vero.

Esercizio 7.8. Stabilire per quali z > 0 la serie

¢ convergente.

Esercizio 7.9. Sia {ay}, .y una successione monotona crescente
di numeri positivi. Dimostrare che la serie

2,

= ]_[J 1 1+aj)

€ convergente.
Esercizio 7.10. Siano ai,b; > 0, e si definiscano

an by

S b= =" W1
2+ an T, "

Upy1 =

Provare che la serie ), -, a, & convergente, mentre >, _, by, & di-
vergente.

. . . . _ a1
Suggerimento. Verificare per induzione che a, = e D ©
b, = =2

n l1+nay """




