Universita degli Studi Roma Tre — CdL in Matematica 22 Ottobre 2012

Tutorato di AM110 - Soluzioni

A.A. 2012-2013 — Docente: Prof. P. Esposito
Tutori: Gianluca Lauteri, Mirko Moscatelli

Tutorato 2: Principio di Induzione, Estremo inferiore e superiore

Soluzione Esercizio 2.2.

sup A; = +o0, inf A3 = min A = 0;

sup As = max Ay = 1, inf Ay = min Ay = —1 (prendere, ad esempio, n =4 e n = 12);
sup A = +oo, inf A3 = —o0;

Notare che A4 = (—o0, —V/3], quindi inf A4 = —co e sup Ay = max Ay = —/3;

sup A5 = 2, inf A5 = —1 (no max/min);

Ag = R. Questo segue da (z —y)? >0...;

(2.2.7) Notare che zy = (y/7x) (\%) per ogni 7 > 0. Segue subito che anche A7 = R;

(2.2.8) sup Ag = % e inf Ag = min Ag = —%. E chiaro che % ¢ maggiorante (per (2.2.6), xy < # ..). Per provare che % ¢ sup (ma
non max, poiché x < y), fissato 0 < & < %, si scelgano (ad esempio) T:=1eg:= 147, con § = §(¢) da determinare. Vogliamo
che
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Con manipolazioni elementari, si vede che la precedente condizione é equivalente a
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Quindi si puo scegliere (ad esempio) 6 = 57*. In modo analogo si prova che f% & minorate, e si vede subito che ¢ minimo,
scegliendo (ad esempio) v = —y = —1.
(2.2.9) Si vede subito che {32=2 nen © monotona crescente. Quindi inf Ag = min Ag = 1 esupAg = 3 (che non & max).
n(n+1)

Soluzione FEsercizio 2.3. Si verifica facilmente che a,, =

5—, cio¢ la somma dei primi n interi.

Soluzione Esercizio 2.4.

(2.4.1) Siha

n+2 n+1

cr = Qp4+2 = C1An41 + C2ay = CC1T + CCQ:v",

semplificando (supponendo x # 0), otteniamo che 22 — c12 — ¢y = 0.

(2.4.2) Calcolo diretto.

(2.4.3) Dalle condizioni iniziali otteniamo

ag =a+f
ay = au + Po.

Quindi

apv — ax a; — apu
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(2.4.4) Consideriamo

{ao =a; =1,ap+2 = 2an41 + 3an.

1l polinomio caratteristico p(x) sara p(z) = 2> — 2x — 3 = (x — 3)(z + 1). Dalle condizioni iniziali ag = a; = 1, si ha

l=a+p
1=3a—-20.

Quindi o = —f = % La successione di Fibonacci si tratta in modo analogo.

Soluzione Esercizio 2.5. Chiaramente, sup A = /2. Per verificare che V/2 ¢ Q, si puod procedere esattamente come nel caso ben noto

di V2. Proviamo ora che /2 ¢Q+ V20Q = {r +sV2|r,s € Q}: se esistessero r, s € Q tali che S2=r+ sv/2, allora

2=¢+ 3\/§q2s + 6gs® + 2v/2s°.

Cioé (poiché necessariamente 3¢ + 252 # 0)

2 — ¢% — 6gs®
2= —
V2 32t C@

che ¢ assurdo.

Soluzione Esercizio 2.6. Entrambe le domande hanno risposta negativa: si consideri infatti I'insieme {(1 —+ %)n

nGN}.

Soluzione Esercizio 2.7. Se k =0, si ha & yg < c’éb_e%yo, fLe. cotb > 0, che é ovvio. Abbiamo quindi che la base dell’induzione &
vera. Assumiamo quindi che l'ipotesi sia vera fino a k, e proviamola per k + 1:
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