La formula di Coarea e alcune sue applicazioni

Andrea Filipponi e Dora Martucci

Teorema 1 (Formula di Coarea) Sia f:R™ — R™ lipschiziana, n > m e
sia. A CR"™ L™ — misurabile. Allora

/A Jfd = / CHTAN S gy

La formula di coarea ¢ una sorta di teorema di Fubini ”curvilineo”. Si consideri
un insieme misurabile A C R?. Applicando il teorema di Fubini a tale insieme
per calcolare la sua misura (ovvero la sua area), si sommano tramite integrale le
lunghezze delle sezioni verticali e tale somma rimane invariata se si sommano le
lunghezze delle sezioni orizzontali. Nella formula di coarea, I'integrale a secondo
membro & la somma di tutte le misure delle curve di livello',in generale non or-
togonali agli assi, che intersecano A. Ricoprendo tutto A in questo modo non
otteniamo la sua misura ma qualcosa di diverso che dipende dallo Jacobiano
di f. In altre parole, lo Jacobiano della funzione induce su A una distorsione
della sua misura. Per comprendere tale affermazione si rimanda all’esempio es.1
relativo al caso lineare.

Da questo momento in poi assumeremo sempre che
n>m

Al fine di dimostrare la validita di tale teorema si ricorre all’utilizzo di tre lemmi.

Lemma 1l Sia L :R"™ — R™ [lineare e sia A C R"™ L™ — misurabile.
Allora

1.y H (AN L™ Yy}) & L™-misurabile e
2 Jam HPTMAN LYy} dy = [[L]IL7(A) (%)

(%) Per il teorema di decomposizione polare si ha L = .5 o O* dove
S :R™ — R™ simmetrica e
O : R™ — R" ortogonale.

def

Per definizione intenderemo JL = [[L]] = |det S|

DIM.

Caso 1: dimL(R™) =k < m (cio¢ L non ¢ suriettiva)

N Affermazione 1 AN LYy} =0 q.o. y € R™ rispetto alla misura £™.

Dim. Affermazione 1 Sia Y = {y € R™|AN L=y} # 0}. Poiché Y C

1Si parla di curve di livello nel caso in cui m = 1



LR") = L™(Y) < L"(LR™")=0=L"(Y)=0.

(L’ultima disuguaglianza deriva dall’'uguaglianza isodiametrica. Infatti

0 < L™(L(R™)) < L™(RF) = H™(R¥) = 0 per le propieta della misura di Haus-
dorff).

ANL Yy} =0=H™(AN L {y}) =0 qo. y € R™ rispetto alla misura
L JAN

Per il Teorema di decomposizione polare si ha che L = S o O* Quindi

LR") = S(O*(R™)) = SR™) = dim(S(R™)) = dim(L(R™)) = k < m
= [[L]] = |detS| =0

Caso 2: L = P dove P ¢ proiezione ortogonale di R"™ su R™

Vy € R™ si ha che P~1{y} & un sottospazio affine (n-m)-dimensionale. Inoltre
P~Hy} ¢ traslazione di P~1{0}. Per il Teorema di Fubini si ha che:

y— H"™(AN P Hy}) ¢ L™ — misurabile

e vale

[ mane gy = £(4)

Caso 3: dimL(R™) =m (cioe L & suriettiva)

Usando il Teorema di decomposizione polare L = S o O* e quindi

[[L]] = |detS| > 0.

A Affermazione 2 O* = Po @ dove P : R — R™ proiezione ortogonale e
Q@ : R™ — R” ortogonale.

Dimostrazione dell’affermazione: Sia () un operatore ortogonale di R™ in R”
tale che

Q" (x1,...,Tm,0,...,0) = O(x1,...,Tm)
per tutti z € R™ Notiamo che
P(x1,...,2m) = (z1,...,Zm,0,...,0) € R"
per tutti z € R™. Quindi O = Q* o P* = (Po Q)* e quindi O* = Po Q A
L=1{0} & sottospazio n—m dimensionale di R™ e L™ {y} ¢ traslazione di L~*{0}

per ogni y € R™. Quindi vale il teorema di Fubini y — H""™(AN L~ Y{y}) &
L™ -misurabile e si ha

£7(4) = £QU) “=* [ W (@A) P )y =

m

— [ wrQune e P )y = [ 1 AN e P gy

Poniamo z = Sy = dz = |det S|dy e S~'z = y quindi

dz
n _ n—m —1 —1 —1
L) = | HTMANQT o P oS a)) e

Ma L=s00"=50PoQ e quindi

[[L]]L™(A) = | det S|L(A) :/ H (AN L2} )dz

m



Commenti ed esempi

Oss. 1 11 punto 2 del lemma & proprio la formula di coarea per applicazioni
lineari. Infatti [, JLdx = [,[[L]]dz = [[L]]L™(A)

Es. 1 Prendiamo come funzione lineare

L: R? - R
(z,y) =z +y

e prendiamo A come [0,1] x [0,1].Si ha che |[VL(z,y)| = v/2. Si osserva
che 0 <t < 2 Fissato ¢t si ha:

ANL Yty ={(z,y) eR* |0<2<10<y<laty=t}=

:{(a:,t—:c)ER2|O§x§1x§t§x+1}

Questo insieme ¢ un segmento di pendenza —1 che taglia il quadrato uni-
tario e lo chiameremo (). Al variare di ¢, con 0 < ¢ < 2, avremo tutti i
segmenti che tagliano il quadrato. Quindi:

Yoy ——

S HNAD M D = [ dt i 1 @)lde + [2d [, @l = V2 (£



L(A) = 1) Effettuando ulteriori conti otteniamo fol fol IV f(z,y)|dxdy =

V2

Lemma 2 Sia f : R™ — R™ lipschiziana e sia A C R™ L™ — misurabile.
Allora:

1. f(A) & L™-misurabile
2. AN f~Hy} & H ™misurabile, g.o. y rispetto a L™

3. la mappa y = H* "™ (AN fH{y}) ¢ L™ - misurabile
bo Jm HPTT(AN FHy)) dy < SO (Lip(f))mL7(A)

DIM.
La dimostrazione di I. e identica alla dimostrazione del punto 1. del lemma 2
della formula di area 2.

Vj =1,2,... si consideri la famiglia di palle chiuse {BZJ 72, tale che

, 1
AcCuUx, B! diam B] < =
J
e
> LBl < LMA) + -
i=1 J
Si definisca )
; d'Lam BJ n—m
gl Ea(n—m)(T’) X759y

Si osserva che la successione di funzioni sopra definita & positiva al variare di 4
e misurabile rispetto a L™ poiche

B! & L™ —misurabile pert F(BY) & L™ —misurabile < X g1y € L —misurabile.

Inoltre si osserva che
W™ ANFHy) <> gl (%)
! i=1

Facciamo ora vedere che

*

H AN F )y <
- a(n)

a(n —m)a(m)

(Lip(f))™£"(A) ()

infatti la seguente disuguaglianza dimostra 4. una volta dimostrato 3.
Si ricorda che data f: X — [—o0,4+00] e p: Q C P(X) — RT misura

/ fdp = znf{/ wdu | ¢ & p— sommabile, semplice e ¢ > f pu—q.0.}.

*

¥ n—m _ def mis di Hauss . n—m _
[owman gty L [ i g £ by =

Rm J—0

2vedi [EG], sezione 3.3.1



* oss. (x)
/ hIIllIlan AN fTHyhdy <

j—o0

Fatou+Lem

lim inf / lim inf -‘d =
[ i3 mir [ o

> diam BJ n—m . dis. isodiametrica
liminf Y a(n —m)(=—5—)"""L"(f(B))

dzam B! \n-m diam f(B])\m 1 _1ip
hjrgggszl T) a(m)(f) -

oo . ] . J
lim int > — ma(m) (Lip( ) (L B e (B By

.. .,a(n—m)a(m) ym > dzam Bl ug. isod
lim nf (=) il Za SSy e

hjn_1>1£f (a(n_a?(?:l))a(

Y(Lip(f Z L B]

lim inf o0 (SO (Lip(f))m (L7 (A)+1) 25 (2lmlotmy (Lip(£))m(£7(A))

a(n) a(n)

La dimostrazione di 2., 3., 4. discende dai seguenti casi

Caso 1: A compatto
Sifissit > 0 e Vi € N sia U; l'insieme di tutti i punti y per i quali esistono
S1,...,S; insiemi in numero finito tali che

AN f~Hy} Ui, S;
diamS; < 1 j—l 2,...,1
S an— m)(epSynm < 41
Si nota che U; sono aperti infatti
yeU, = AnfHy} C UézlSj. Quindi poiche f & continua poiche lipschitziana
e A & compatto allora
AN f Yz} c Ui, S;

per ogni z sufficentemente vicino a y.
Si nota inoltre che

{y | H" ™ANfly) <t} =02 U;

che & quindi un boreliano. La dimostrazione di questo fatto si vede tramite
doppia inclusione, infatti:



7 C”

B L T =supg g HE () ~ »
H (AN f ) < t= HIANS YY) <t V6> 0

Sia ¢ € (0,1). Allora

AN f~Hy} cUR,S;
{55152, tali che diamS; <6<+ j=1,2,...,1
l diamS; \n—m 1
> an —m)(F5) <t+3

Possiamo assumere, per semplicita, che .S; siano aperti.

Inoltre AN f~{y} & compatto poiché AN f~1{y} ¢ limitato essendo contenuto
in A limitato in quanto compatto ed & chiuso poiché & intersezione di due chiusi.
Quindi essendo U$2,S; un ricoprimento di AN f~Hy} per definizione di in-
sieme compatto si pud estrarre un sottoricoprimento finito di AN f~{y} del
tipo U5_;S; quindi {y | H" " (AN f~{y}) <t} € N2, Us.

2 2’7
l .
y€nN2 Uy = Za(n—m)(M)”_m <t+ % Vi =
j=1
Za(n — m)(%)nﬂn <t+ 1 Vi
j=1 1
Inoltre
I (AN FHy}) < ;a(n - m)(%)”*m <t+ % Vi "2
> diamS;
n—m( A —1 < _ ALamoj <t
W ANy _;a(n m) (2 <
quindi
{y | H"™(ANfHy}) <t} SN2 U;
Conclusione

{y | H" (AN f~H{y}) <t} =n2 Ui =
y = H"™(AN f~y) & Borel — misurabile

Caso 2: A aperto
Se A ¢ aperto allora esistono, per il ”teorema di approssimazione tramite insiemi
aperti e compatti”, compatti tali che Ky C Ko C ... C A e tali che

A=U2 K,

Quindi

Yy eR™  HT(AN ST y)) = lim H(E O y))



Quindi y — H*"™(AN f~{y}) & Borel-misurabile poiché limite di successione
di funzioni misurabili dove la misurabilita della successione discende dal caso 1.

Caso 3: L"(A) < 0
Applicando nuovamente ”teorema di approssimazione tramite insiemi aperti e
compatti” si trovano aperti V3 D Vo D ... D A tali che

lm L"(V; — A) =0, £™(V}) < o0

1—> 00

Adesso

H (VN fHyh) S H T AN T Hy) RV = AN fTHy))

e quindi

lim sup / YO f )~ W AN F )y <

(n = m)a(m)

- (+%)
lim sup / 1 (Vi- AN HyDldy < limsup &

isoo JRm im0 a(n)

Di conseguenza

H VN [Ty = 1T AN YY) £7 - o

cosl rifacendosi al caso 2

y = H""(AN fHy}) e L™ — misurabile

Inoltre si osserva che
H (AN FHy}) =0 L™ — q.o.

e cosi
(AN f~Hy}) ¢ H"™™ — misurabile q.0.y rispetto a L™

Caso 4: L"(A) = o0
Basta osservare che A ¢ riscrivibile come unione di una sequenza crescente di
insiemi limitati £™ - misurabili

O
Osservazioni

Oss. 2 Il punto 2,3 costituiscono,come nel lemma 1, 'ipotesi 0 di integrabilita
della funzione che compare nell'integrale a secondo membro della formula
di coarea.

(Lip(f))™ L™ (Vi—A) = 0



Oss.3 Alcuni testi riportano la disuguaglianza () che compare nella dimostrazione
del lemma 2 nel seguente modo:

[k anan < SO0 iy

dove I=m, k=n-m

Lemma 3 Siat > 1. Siano h: R™ — R" lipschiziana e
B = {z | Dh(z) esiste, Jh(x) > 0}
Allora esiste una famiglia numerabile {Dy}7° | di boreliani di R™ tali che
1. LB —-U2 D) =0
2. h|p, & iniettiva per k=1,2,...

3. Yk =1,2,..., esiste un automorfismo simmetrico Sy, : R™ — R"™ tali che
Lip(S;t o (hlp)) <t Lip((hlp,) ™ o Sp) <t
t="|det S| < Jh|p, < t"|det S|

DIM. Applicando il lemma 3 della formula dell’area 3 con h al posto di f si
trovano una famiglia di boreliani {E;}72 , e automorfismi simmetrici T, : R" —
R™ tali che

(a) B = UL, Bk,
(b) h|g, ¢ iniettiva,

(© [ Lip@o (hlg)~Y) <t Lip(hls,) o T ') <t
t*”|detTk|§Jh\Ek §t"\detTk| (k:1,2,)

Per il punto (c), (h|g, )~ ! & lipschtziana e quindi, per il teorema di estensione
delle funzioni lipschtziane?, esiste una funzione hj : R® — R” tale che hy =
(hlg,)~" su h(Ey).

A Affermazione 1: Jhy, >0 L™ q.o. su h(Ey)

Dim. Affermazione 1: Poiché hy o h(z) = x per x € Ej, come conseguenza del
teorema di Rademacher® si ha che

Dhy(h(z)) o Dh(z) =1 L" q.0. su Ey

3vedi [EG], sezione 3.3.1

4Estensione di funzioni lipschitziane A C R™ e sia f : A — R™ lipschitziana. Allora
esiste una funzione f : R™ — R™ tale che f = f su A e Lip(f) < /mLip(f)

5Corollario del teorema di Rademacher Siano f, g : R — R™ localmente lipschitziane
e

Y ={z € R*|g(f(z)) = «}
. Allora
Dg(f(x))Df(zx) =1 L" —q.o.



e anche
Jhg(h(z))Jh(z) =1 L" q.o. su Ey O

Per il punto c¢ si ha che Jh|g, > t~"|detT}| > 0 e questo implica per ¢ che
Jhi(h(x))Jh(z) > 0 per q.o. x € Ej, ed essendo h lipschitziana si ha Passerto.A
Ora applicando sempre il lemma 3 della formula dell’area ad hj avremo che esiste
una famiglia di boreliani { F} k} ° , e di automorfismi simmetrici {Rk ° , tali che

(d) L™(h(Er) — U3, Ff) =0,
(e) hg|pr & iniettiva,

| { Lip(RE o (| ) ™") < t Lip((i| )

o ( ?) <
t=" det RF| < Jhg|ps < t"|detR§| (k=1,2

)
Poniamo per £ =1,2,...
D = E.nh™'(F}), Sj=(R))™"

AN Affermazione 2 L™(B — Uﬁjlef) =0
Dim. Affermazione 2 Si noti che

hie(h(Er) — U2, FF) = b (h(Ey) — U2, FF) = By, — U52, DS

Quindi per il punto (d)
L"(Ep — U2, D5) =0 Vk
cio implica che

peT:(a)

E”(Ui‘ilEk - Uiil U;il Df) En(B - Uiil U]Qil Df) =0

AN

Si nota che essendo h|g, iniettiva per il punto (b), allora anche h| . € iniettiva.
J
ANN Affermazione 3 per k,j =1,2,... si ha

Lip((S§)~" o (hlpr)) <t Lip((h|pe) ™" o (S})) <t

t"|det S¥| < Jh|pr < t"|det S|
J

Dim. Affermazione 8 Si noti che

Lip((S)~" o (h|pr)) = Lip(Rj o (Al pr)) < Lip(Ry o (hilpr)™") <t

per il punto f analogamente

Lip((hlpr) ™" o (87)) <t

inoltre come osservato precedentemente
Jhi(h(x))Jh(z) =1 L" q.o. su Df
Quindi in conclusione per il punto (f)

t7"|det S| =t det R}| ™" < Jh|pe < t7"det RE|7! < t"|det SFIAAA
J



Passiamo ora alla dimostrazione della formula di coarea.

DIM.

Osserviamo che A = Ay U Ay dove Ay C {Jy > 0} e Ay C {Jy = 0}, Quindi
[adfde= [, o Jfde ™20 [ Jfdet [, Jfda

Studiamo separatamente i due casi, nel caso 1 & da intendere A = A; e nel caso
2 A=A,

Caso 1: AC {J; >0}

Definiamo:

Aln,n—m)={X:{l,...,n—m} = {1,...,n}|\ crescente}
e VA € A(n,n —m) definiamo Py : R™ — R™™ ™ in questo modo:
Px(z1,...,70) = (Zx1), -+ Tr(n—m))
Dunque VA € A(n,n —m) scriviamo f = g o hy dove

hy:R" 5 R™ x R*™™™  hy(z) = (f(z), PA(z)) =z €R"”
q:R™"xR*"™™ 5 R™  q(y,z) =y yeR™, zeRrT™

Ora interessa studiare quando il det Dh) # 0. Innanzitutto abbiamo per
costruzione che:

h)\(x) = (f(l‘),P)\(.I)) = (fl(x)’ - '7fm(x)ax)\(l)7~ : 'aI)\(n—m))

e, di conseguenza, la matrice gradiente di h) sara:

r o0f Of1 .
oxq T ox,
Ofm Ofm
_ Oz T O0xy,
DhA - az)\(l) az)\(l)
Oz T Oy
azk(n—nl) azk(nfnl)
- Oz e Oxy -

Si osserva facilmente che la sottomatrice

3CL‘A(1) 3CL‘A(1)
oz e Oxy
0T X (n—m) 0Ty (n—m)
oxq e Oxp

ha m colonne di zeri. Senza perdere in generalitd®, possiamo supporre che
le m colonne di zeri siano dalla (n — m + 1)—esima alla n—esima colonna; di

6 Richiami di algebra lineare. Sia A € My, xy, allora
1. Se A ha una riga o una colonna nulla, det(A) =0

2. se B € My, xn ¢ ottenuta da A scambiando tra loro due righe o due colonne, allora
det B= —det A

10



conseguenza det Dhy # 0 per lo sviluppo di Laplace” se:

BZD)\(l) 8:p>\(1)
oxq e OTp—m
det Py = det %0 & r(Py) = n—m & P iniettiva
0T\ (n—m) 0T\ (n—m)
oxq e OTpn_—m
e se:
__Ofi Of1
OTrn—my1 7 Ozn
det Q = det #0<r(Q) =m < Q invertibile
Ofm Ofm
OTrn—my1 ~°°  OTn

Ora chiamiamo Ay = {z € A|det Dhy # 0}. Si nota che A = U, A,; infatti
- se x € Ay allora x € A per come ¢ stato definito Ay; quindi A D Uy Ay
- sex € A C Jf > 0allora esiste un A tale che det Ay # 0; quindi A C Uy A,

Per comodita possiamo assumere che per qualche A € A(n,n —m) A = A,.
Fissato t > 1, si puo applicare il lemma 3 a h = h) e ottenere, in tal modo, una
famiglia di boreliani disgiunti {D}72, e automorfismi simmetrici {S;}7°, tali
che soddisfino le proprieta 1-3 del lemma 3. Sia G, = AN Dy.

A Affermazione 1 t~"[[qo Sk]] < Jfla, <t"[[qo Sk]]

Dim. Affermazione 1 Poiché f = qo h per q.o. L™ si ha:

Df =qoDh (perché q & proiezione)
=qoSyoS; ' oDh
=qoS,oD(S; ' oh) (perché Sy & automorfismo)
=qoSgoC

dove C' = D(S; ! o h). Per il lemma 3 si ha che
Lip(h™' o Sy) <t = Lip(h™* 0 Sx) ™' >t = Lip(S; ' oh) >t*

quindi
t™1 < Lip(S, ' oh)=Lip C <t su Gy, (%)
Essendo Df e qo .Sy operatori lineari si puo applicare la decomposizione polare:
Df = So0O*
goSy = ToP*
dove S,T : R™ — R™ sono simmetriche e O, P : R™ — R" sono ortogonali.

Allora:
SoO0*=ToP*o(C ()

e di conseguenza:

S=ToP*oCo0O
Poiché G, C AC{Jf >0}, det S #A0=detT #0eseveR™

|T~! o Sv| = |P* o CoOv|

"vedi [S] pp. 85-86

11



=3|C o Oy

()
< t|Ov|
= o]

Inoltre poiché vale |T~1 o Sv| < t|v| se si considera |v| come raggio di una palla
centrata in 0, si ha che

(T~' 0 S)B(0,1) € B(0,t)

Jf =|detS| < t"|detT| =t"[[q o Sk]]
Analogamente se v € R™ per la (xx)
|S7 o Tw| =|0* o C™' o Py
= |07t o Pl
< t|Pv|
= tlv|

E quindi
[[go Sk]] = |detT| < t"|det S| =¢"Jf

Ora si calcoli:

¢ A H (G N Ty dy

_ g-sntm /m H (GO (B o g {y}))dy
= [ (G )y
Rl<tS?
=% —anm /m H (S ((Gr) N g~ Hyd))dy
=t | RS (G N ) dy
— 2 /m H (S, H(R(Gr) N H{y)))dy
=" / CHYT((S T o h(GR)) N (St o q H{uh)dy

=72 [ HT((SE o h(Gr) N (g0 Sk) Ty dy = &

Rm
Osserviamo che G = AN Dy, ¢ L™ misurabile perché intersezione di lebesguiani.
Poiché h ¢ lipschitziana allora per lemma 2 h(Gy) ¢ L™ misurabile e S} ' ¢

8Poniamo C o Ov = w ed essendo P* ortogonale: P*(z)P*(w) = zw. Se z = w =
(P*(w))? = w? = |P*(w)| = Jw| = [C o O
vedi nota precedente

12



lineare quindi per lemma 1 S,;l oh(Gy) & L™ misurabile e go Sy, & lineare perché
composizione di applicazioni lineari. Quindi:
& =t72"[lgo SK]IL"(S; " o h(Gy))
< t7*"[[q o S]IL" (tGx)
=t""[[g o Sk]]L"(Gk)
t™"[lgoSk]|< T flay,
<

Jfdx
Gk

< t"[lg o Sk]]L™(Gr)

Lemma 3

< t2[[qo SK]IL"(S; ! o h(Gh))

Lemma 1 £2n H"*m(sk_l o h(Gk) N (q o Sk)il{y})dy
RWI,

< /R H (ST (A(GE) N g Hy))dy
<2 /m Hn—m(th_l(h(Gk) N q_l{y}))dy
— t2ntn7m /m H"fm(hil(h(Gk) N qil{y}))dy

— ¢3n—m . H ™ (Gr N (b o g M) {y}))dy

oh) t=f"1 . —m n—m —
(aoh) Z=1"" y3n H™(Gre N fHy}dy
an

Per il lemma 3:
LA -U21Gr) =0

quindi:

o | GNS Dy < /G Jfdw < [ HT (GO yhdy
m k m

Sommando su k:
D V) L U D O Rt DY B S T L
1 /R™ k=17 Gk k=17R"

Per Levi:

e [ R e IRECEa B ST GOS iy

facendo tendere ¢t — 11

H(AN - yhdy < /A Jfde < [ HmAN ) dy

R R

13



E quindi:
[ araa= [ wrmians
A R™

Caso 2: AC {J; =0}
Fissiamo € > 0 e siano

g: R"xRm™ 5 R™
(z,y) = f(z) +ey
p: R"xR™—R™
(z,y) =~y
Quindi
Dglo = (vag]DmX(ern)

e" < Jy=[Dg]]=[Dg]<Ce <

perché si ricorda che Jf pud essere visto come la somma in quadratura dei
determinanti dei minori di ordine massimo che compaiono in D f. Pertanto, un
minore sara proprio dato dalla matrice identita I,,, moltiplicata per lo scalare ¢,
che compare in Dg. Ecco motivata la stima dal basso. La stima dall’alto ¢ una

conseguenza del fatto che Jg = \/62’” +Jf2+ (3L Z?:l(%)z); infatti
raccogliendo sotto radice un €2 il risultato sard e moltiplicato con una radice

che puo essere stimata con una costante C' opportuna, essendo f lipschtziana.
Lo scopo della dimostrazione ¢ far vedere che

[owmans g =o= [ gy

Il risultato del secondo integrale € ovvio infatti discende dalle ipotesi assunte
all’inizio della dimostrazione del caso 2 mentre per il primo si osserva quanto
segue:

A Oss. SiaB:= A x B(0,1) C R™"™ allora fissati y,w € R™ si ha che ,

= . 1] sew ¢ B(0,1)
Bng {ytnp {w} = { (AN f~Yy —ew}) x {w} altrimenti

Dim. Oss.
(z,2) eBng Hyynp Hwl ez ec A 2€ B0,1), z=w, f(x) +ez=y

sxc A zeB0,1), z=w, f(r)=y—ew < w e B(0,1), (z,2) € (ANf {y—ew})x{w} A
Quindi:

m

/ CHAN T yhdy = / H (AN f Ty - cwl)dy  Yw € R™

10Nel caso n = 3 e m = 2 risulta

Dg=\{ 5 955 95 o .

oz dxg dxzsg
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* 1 n—m -1 o
= atm ) /B(O ) ’H (ANf~H{y—ew})dydw
Oz / [ @ng i w)dudy

< ———— | H'TBNg '(y)dy
a(n) Rm

Casol (1 —m) ods
= 7a(n) /BJgd d
w[ﬁm) sup Jg

a(n) B

¢ .
< CeLm(A4) =20

*Possiamo riscrivere 1 = a(%n) (B(0,1)) = ﬁ fB(o,l) dw e cid moltiplica

Iintegrale
** Vale per 4. del Lemma 2

|
Una conseguenza della formula di coarea e il teorema del cambio di variabili.

Teorema 2 (Cambio di variabili) Sia f: R™ — R™ lipschtziana, n > m.
Allora per ogni funzione g : R™ — R L™ sommabile si ha:

glf-1qyy € H"™™ sommabile LMq.0.y
DIM.

R O
" mJ =y}
Caso 1: ¢ >0

Essendo g L™ sommabile essa ¢ L™ misurabile quindi si puo applicare il teorema
di rappresentazione di funzioni misurabili (x). Pertanto g = > ;2; 1x4, con
{A;}52, famiglia numerabile di insiemi £ misurabili opportuni. Allora:

/Rn o(2)J [ (*)+Levzz /Jf

. di Coarea >, 1 n—m —
B D B e P (L
2:1 m
ot [ S b asn g
R™ ;=1

m Sy}

(#x)Definizione di integrale di funzione semplice rispetto alla misura H" ™™
Caso 2: g qualsiasi funzione £™ sommabile
Basta notare che g = g* — g~ e applicare il caso 1 su g+ e g~
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Da questo teorema derivano le seguenti applicazioni.

Proposizione 1 (Coordinate Polari) Sia g : R®™ — R L™ sommabile allora

o0
/ g(z)dz = / / g dH" dr
R™ o JoaB(o,r)

i particolare si osserva che
d
— gdx = / g dH"Ldr LY —qgo.7>0
dr Jap(o,r aB(0,r)

DIM.
Basta applicare il teorema 2 con f(x) = |z|. Infatti si ha che Df(x) =

quando x #0e Jf(z) =1

z
|]

|
Proposizione 2 (Curve di Livello) Sia f: R™ — R lipschitziana allora
+o00
[ sz = [ wrigs = e
R™ —0o0
DIM.
Basta osservare che Jf = |Df| per definizione di jacobiano di funzione lips-
chitziana.
O

Proposizione 3 Sia f: R” — R lipschitziana con
ess inf|Df| = sup{b € [—oo, +oo]|[L"({|Df(x)| <b}) =0} ()

Sia itnoltre che g : R™ — R L™ sommabile allora

/ +oo g .
gdx :/ / ——dH"""ds
(>t} ¢ (=5} |DfI

In particolare si ha che

d g -1 1
— gdx = —/ ——dH" L —q.o.t
dt Jir>iy (r=t} |Df|

(*) i.e. il pit grande dei b della retta ampliata tale che |Df(z)| > b L™ — q.o.
DIM.
Poniamo F; = {f > t} quindi

Jf=|Df| g
gdr = = / XE, =7 fdz
/{f>t} R |Df|

+oo
Teo.2 g n—1
= XE, ——=dH" " ds

oo g 1
= ——dH" " "ds
/t Af_s} |Df|
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