AM310-2012 : APPELLO A

TEMA 1. Sia ¥ una o algebra di sottoinsiemi di X.

1.1. Dare la definizione di funzione ¥-misurabile ed indicare le proprieta della classe
delle funzioni »-misurabili. Provare la formula per f > 0, funzione »-misurabile:

dE; e ¥ f(a:):i Xk, (2) Ve e X

(S

1.2. Sia p misura su X, X, la classe dei misurabili. Dare la definizione di funzione
p-sommabile e mostrare che, se f > 0 é y-sommabile, allora

v(E) = /fXEd,u, Eeckx,
X

¢ misura su X, assolutamente continua rispetto a u

1.3. Sia f: R" = R,s: R" x R" = R", s(x,y) = x — y. Provare, o disprovare, le
affermazioni:

(1) Se f é borel misurabile allora f o s é borel misurabile
(I1) Se f é Lebesgue misurabile allora f o s é Lebesgue misurabile.

TEMA 2. Sia g misura su X.

2.1. Enunciare la diseguaglianza di Hanner e dedurre che, se p > 1, C C L*
chiuso e convesso, allora

Vhe P, 3heeC: ||h—hel,<||lh—ygl, VYgeC

2.2. Mostrare come 2.1. permette di dimostrare che (assumendo L? separabile) og-
ni successione limitata in L” ammetta una sottosuccessione debolmente convergente.

2.3. Siap>2. Provare che:

jfnt o
2

[ fnll; lgnll < 1, lp=nl = lfa=gallp =n 0

e dedurre che

fo=n s Mhally = 1l = fa = flly =0



TEMA 3.

3.1. Enunciare e dimostrare il Teorema di Riesz sulla rappresentazione di funzionali
lineari positivi su Co(RY).

3.2. Siano p, misure di Radon in RY. Provare che

sup pn(Bgr) < 00 YR = g, pu: i, —k B

3.3. Data feCPRY), f>0, [ f=1lep>1, siano
RN

N

ful@) =% fn2), pual(B) = [ fulw)da

(i) Stabilire per quali ¢ > 1 la successione f,, converge in LI(RY)

(ii) Stabilire per quali ¢ > 1 la successione f, converge debolmente ma non forte-
mente in L9.

(iii) Stabilire per quali p la successione p,, converge debolmente.

TEMA 4. Sia g misura su X, £P = {f : f é p-misurabile e [y |f[Pdp < co}.

4.1. Siano 1 < p, ¢. Siano f, g p-misurabili, ||f||, :== (/x \f|pdu)%. Provare che
) ste=1 = JxIfgl < Ifllsllgll

(a
(b) [If +gllp < £l + llgllp
(c) p<r<gq felrnL! = feLl edIecl01]: [fl-<IFI51F15°

4.2 Sia f p—misurabile e ||f||o :=1inf{c > 0: |[f(x)| <c¢ q.o. z}. Provare che
(d)  supysy [flly <400 = [[fllec <00
(e)  [flly <ocoper peflioo} = |fllp<oo Yp>Tellflly =poioc [[flloo

4.3. Siano f, : R™ — R boreliane e tali che sup,, [z« |fu]|? < 0o. Provare che
fom oo [IRP= [1FE = = fla =0
TEMA 5.
5.1. Enunciare e dimostrare la diseguaglianza di Young.

5.2. Enunciare la diseguaglianza di Hardy-Littlewood-Sobolev e derivare diseguaglian-
za di Sobolev e Teorema di Rellich.



