AM310 2012- Sett. 12.

IL LEMMA DI RICOPRIMENTO DI VITALI
ed

IL TEOREMA DI LEBESGUE-BESICOVITCH

Se f € C(R™,R) il Teorema della media dice che, Vo € R™",Vr > 0, 3¢(r) € B,.(x):
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By | W) = @)y = F(E) = J@)] e 0

r(z)
In particolare, se n = 1, si ottiene il Teorema Fondamentale del Calcolo
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Nel caso f € L*(R"), se ¢ := ﬁXBI, e ¢ =xp(2), allora
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iy | o = g ew)

By (x)
e quindi m B{ ) g(y)dy — g in L', e quindi
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3 : _—
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[ 1w = r@)ldy =0

By, (2)
In effetti si ha di piu:
Il Teorema di differenziazione di Lebesgue-Besicovitch

Sia  fe L (RN). Alora

[ 1@ = f@)ldy =200 qo.



In particolare, m Bf() fly) dy —r—0 f(x) q.o. x

La dimostrazione si basa sul seguente
Lemma 1. Sia f€ L'(RY), f>0 e fiz) = limsup 5y [ f(y) dy.
r—0 " B(x)
Se ¢>0e AC {f*>c},allora

/ fy)dy > cLN(A) V (2 aperto contenente A
Q

che a sua volta segue dal Lemma di di Vitali, la cui dimostrazione é in Appendice:

Ricoprimento di Vitali. Sia A ¢ RV. Sia VY famiglia di palle
chiuse. V  si dice ricoprimento fino (o di Vitali di ) A se

Vee A, 3B.(z) eV e inf{r >0: B.(z) eV} =0

ESEMPIO. Sia A aperto. Fissato r > 0, I'insieme delle palle chiuse contenute
in A e di raggio minore di r é ricoprimento di Vitali di A.

Lemma di Vitali. Sia A C QcCRY, Q aperto di misura finita. Sia V
ricoprimento di Vitali di A, Vo:={B€V: BCQ}. Allora

3BjeVo: BNB =0 Vi#j e LY(A\U;B;) =0

ESEMPIO.  Sia 2 aperto, ¢ > 0. Allora esiste una famiglia numerabile di
palle chiuse B; C  disgiunte di raggio minore di § e tali che LY (Q\ U;B;) = 0

NOTA. 1l Lemma vale (vedi Appendice) anche con u << LY al posto di LV.
In effetti si pud provare che vale per qualsiasi misura di Borel regolare.

Prova del Lemma 1. Sia A C {z: ffa) > c}, di misura finita.
Fissato 0 < e < ¢,
1
Aos e [ e
T € = r; =0 volB,, (@) fly)dy > c—e¢

B, (x)
Dunque, V :={B,(z): z € A, m [ fly) > c—¢€} éun ricoprimento
Y Br(2)

fino di A. Fissato Q aperto, A C €2, dal Lemma di Vitali otteniamo



dB; €V, B; C Q palle chiuse disgiunte tali che LY (A\U;B;) =0 e quindi
1
Slrs— s
. c—e¢
i B Q

In particolare, se Q; := {|z| < j}, LN{f* > ¢} NnQ;) < [ f < +ooV j, e quindi
LN{f* > e} < [ f < 400

LYN(A) < LY ((A\U;B)) U; B)) < ZUOZ(BJ) <

T c—E€

Prova del Teorema di differenziazione. Possiamo supporre, sostituendo f
con f xgy , chesia f € L*(RY). Posto

L(z) = lil;Iﬂl ' sup volB y)| dy] si tratta di provare che
N{rx: L) >a}) =0 Va>0. Fissata ¢ € C°(RY)
si ha L{z) < lmsup | / (1) = ()| + o) = FW)]) dy| <
< f(x) — @)+ |f — ol (z). Fissato a >0 si ha quindi
{e: L) 2 a} € {o: |f@)-p@]=35} U fo:  (F-9)@) 2 5}
e quindi, per il Lemma 1, IN{z: L(x) > a}) <
< {r: 1f@) @] 2 SH+LV s 1f —ef@) 2 5)
<2 [ -d+ 2 l-el <2 [ 14l ¢ quindi
f—el>g RN RN
(s L) > a) < & inf { [ 1=l 90608”} =0
RN

Corollario 1.  Sia f € L),.(R).  Allora

jx /f(t) dt = f(z) qo. x

Prova. Applicando L-B, otteniamo quasi per ogni x,

T+Tr T+ T+Tr

\*/f dt — f(x !—/f dt——/f ) dt| <



< 2 75w - @) ar
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NOTA. 11 Corollario 1 vale anche con p misura di Radon al posto di L*.

Corollario 2.  Sia y misura boreliana finita in R,  assolutamente continua
rispetto a L™. Allora, la 'derivata di Radon-Nykodim’

dp dp (B (x))
e T ) = lim AT
dx dLN () o0 vol(B,)

esiste LY-quasi ovunque, ¢ L™ -sommabile e

_ dp N
mE) = |, qrv i
Infatti, per Radon-Nikodym, esiste f € LY(RY) tale che wu(E) = [z f dL".
Quindi
WBr (@) _ Ipw [
vol(B,) vol(B,)

Questo risultato si puod estendere ad ogni misura di Radon mediante una esten-
sione (ovvia ma importante) del Lemma 1, ed il Lemma 3 che ne deriva.

—, flx) LN —qo. x

Lemma 2. Sia v misura boreliana in R tale che

VACRN: v(A) =inf{v(Q): A C Q, Q aperto}
Allora, se ¢ >0, AC {x: hI?_%lp Uzgfér(g;) >c} = v(A)>cL'(A)
Lemma 3. Sia v misura di Radon singolare rispetto a L. Allora,
v(B:())

—r500 q.ox

LN(B(x))

Ci6 segue subito, come detto, dal Lemma2. Infatti, sia LY(Z) = 0 = v(Z¢). Allora,
per ogni ¢ > 0, si ha

LN({x: lir?jélmeC} = LN({xGZC; liriljélpm

1 . v(B,(x))
< — ¢ : _— > —
< CV({J; =4 llliljélp w0l B, (z) = c})=0

Y

c} <



Prova Lemma 2. Sia A, := AN B,, B, palla aperta di raggio n. Fissato
e€(0,0),

B,
$€An = Elrj—>(): mzc—e
vol(B,,(x
Dunque, V := {B,(z) : Uigfé%) > ¢— €} é un ricoprimento fino di A,. Fis-

sato 2 aperto contenente A e posto €2, := Q2N B,, dal Lemma di Vitali otteniamo
dB; € V tali che LY (A, \ U;B;) =0. Come sopra,
1

> v(Bj) < !

c—¢€

LN(An) < Zvol(Bj) < v(Q)

c—e€
Siccome v é borel regolare, si ottiene

(= LN(A) = Im LY (4,) (¢~ ) < v(®)
La tesi segue dall'ipotesi v(A) = inf{v(Q2) : @ aperto, A C Q}.

NOTA. Come nel Lemma di Vitali, il Lemma 2 continua a valere se a L% si
sostituisce una qualsiasi misura di borel regolare.

Corollario 2 bis.  Sia p misura boreliana finita in RY. Allora

dp  _ dp (z) := l'mM

gr T N im I(B,) esiste LY — q.0.,é sommabile e
x r—=0 vol (B,

dp N
HaelB) = B dLN dL
Infatti, se p = pae + s € la decomposizione di Lebesgue di p rispetto alla
misura di lebesgue LY, per Radon-Nikodym esiste f € L}(RY) tale che p,.(E) =
[g fdLY. Quindi

p(Br(2) _ Jpwy [+ ps(Br(2))

vol(B,) vol(B,) =, flx) LY —qo. x

Funzione di distribuzione di una misura di Radon in R.

Se p é misura di Radon in R, tale che pu((—o00,x)) < 400 Va, resta definita
la funzione di distribuzione di u :

Fu(w) = pl(=o0,) = [ dp
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Nota che F':= F,, é non decrescente, F'(—oc0) =0 e
r<b= F(b)— F(x) = u([z,b)) —,_p- 0, r>b= F(z)— F(b) —4p+ n({b})

e quindi F}, é continua a sinistra in b ed é continua in b se e solo se p({b}) = 0.

Esempio. Se pus(E) := [ fdr, f >0 Lebesgue integrabile, allora I := F),. non
B
é altro che la funzione integrale di f.

Inoltre F, é derivabile L'-quasi ovunque e %(m) =% qo.x.

Infatti, dal Corollario 2:
dp . - [ du
w(E) = /%dx—i—,us(E) VE boreliano, e quindi  F,(z) = / Edt—l—,us((—oo,x))
E —o0

Si tratta quindi di mostrare che la funzione di distribuzione di una misura singolare

(rispetto alla misura di Lebesgue) ha derivata nulla q.o.. Ci6 segue dal Lemma 3:

ps (Lo =tz +[t[])
2|t

| Sli((=00,7 + ) = pl(—00, )] | < 2 00

T

Possiamo quindi scrivere: F,(z) = / Fi(t)dt + ps((—o00,))

—00

Problema 1.
Quali funzioni sono distribuzioni di misure (e sono, in particolare, derivabili q.0.)?

Lo sono tutte le funzioni £’ nondecrescenti inferiormente limitate e 'normalizzate’
( cioé continue a sinistra in ogni punto). Ovvero, se F' é non decrescente, inferior-

mente limitata e  lim F(z) = F(zo) per ogni zy, allora esiste una misura di Borel
=T

pr tale che F(x) = pp((—oo,z)) Vo e quindi
F ¢ derivabile q.0. e F(x) = F(—o0) + / F'(t)dt + (up)s((—o0,z))

Sostituendo F' con F(z) — F(—00), possiamo supporre che F'(—o0) = 0.  Sia
pr(A) ;= inf {j; [F(bj) = Flaj)]: A CUj[a;b)}

E facile vedere che pp € misura metrica e quindi Boreliana ed infatti di Radon
(p si chiama misura di Lebesgue-Stieltijes generata da F'). Inoltre , chiaramente,
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p([a, b)) = F(b) — F(a) e quindi p((—o0,x)) = F(z) Ve e R e cid, per

quanto visto, prova quanto asserito:  2-(x)

Notiamo infine che — u({b}) = [tlirlgr F(t)]—F(b) é, in b, il 'salto’ di F.
—

ESEMPIO. Sia F(z) = X(0.100). £ F(z) = do((—00, 7).

Corollario: le funzioni monotone sono derivabili q.o. con derivata lo-
calmente sommabile.

Problema 2.

Per quali funzioni F' derivabili q.o. e con derivata (localmente) sommabile si ha
F(z) = F(a) + / F'(t)dt (Torricelli — Newton) ?

ESEMPIO. La funzione di Cantor f ( che é continua e non decrescente ), é
derivabile q.0. con derivata nulla nel complementare dell’insieme di Cantor (ove é
localmente costante), ma non é 'integrale della sua derivata:  f(x) # [ f' = 0L

La formula di Torricelli-Newton per F' monotona ( con F'(—o0) = 0) dice che

F(z)= [ F'(t)dt & (up)s =0 & pp € assolutamente continua.

Proposizione 1. Sia F(z) = pu((—o0,z)). Allora p é assolutamente continua se
e solo se F' é assolutamente continua (AC) nel senso seguente.

Sia F: R — R . Dati I; = (a;,b;), j=1,...,p, ;NI =0 Vi+# j, scriveremo
WP, {as, b} =i F(a;)|
Definizione (di funzione AC). F' ¢ AC in [a,b] se Ve>0, 30 > 0:
i(bj —a;) <0 = w[F,{a;,bj}] <e
j=1
Dimostrazione della Prop. 1. Se p é assolutamente continua, allora, per Radon-
Nikodym, esiste una f localmente sommabile tale che F(z) = [*_ fdt. L’as-

soluta continuita di F' ¢é allora conseguenza dell’assoluta continuitd dell’integrale.
Viceversa, sia F' assolutamente continua. Allora

AcCuU;( a],~,z i) <o = p(A Z w(la;, b

Jj=1



< Y o lu((=00,b) — p((—o0,a;)] < Y [F(by) — Fla;)] <e

j=1 j=1

Dunque L'(A) =0 = u(A) =0.

o o

Dunque, nella classe delle funzioni monotone la validita di (TN) equivale alla
assoluta continuita.

Definizione di funzioni BV (funzioni a variazione limitata)
F¢BVin [a,b] se  VYF):=sup{w[F, {a;,b;}] : (a;,b;) Cla,b]} < +o0

Esempio. Le funzioni monotone limitate, la differenza di funzioni monotone limitate.

Lemma.

(i) V*(F) é non decrescente e r<y = VIF)=VIF)+VIF)
(i) G(x):=V*F)— F(x) é non decrescente

(i) FéACin [a,b) = FéBVina,b] e VF(F) éAC.

La (i) si verifica facilmente. La (ii) seguedaz <y = |F(z)—F(y)| < VY(F).
(iii): FéAC = 3§: VH(F) <1 Vx € [a,b—4]. Ci6 implica che F é BV.

Proposizione. Se F'é BV in [a,b], allora F' é derivabile q.o. in [a, b].
Inoltre, vale (T-N), cioé F(z) = F(a)~|—/ F'(t)dt  seesolose F éAC

Estendiamo F' : F(x) = F(a) Vx < a, F(z) = F(b) Vx > b. Dal Lem-
ma segue che F = V*(F) — [V¥(F)— F] é differenza di due funzioni monotone
limitate e quindi é derivabile q.o. Se poi F' é AC, allora F' = F| — F, con F; nonde-
crescenti e AC: (T-N) vale per le F; e quindi vale anche per F'.

APPENDICE:

Prova del Lemma di Vitali Nel seguito indicheremo con B,(z) una palla
in V diraggio r e centro x e con r = r(B) il raggio di un generico
elemento B di V. Indichiamo €y :=€). Posto

)
01 :=sup{r(B): B C 4, }, sia ByCcQ 0 ri=r(B) > 51



Posiamo supporre (se no la dimostrazione é finita) che Jz € A\ By e quindi

dB(x) eV: BCQy:=Q\B. Posto
0
dy :=sup{r(B) : BC Q} < sia By CQy 1 roi=1(By) > 52
Ovviamente  B; N By = (). Possiamo supporre, come sopra, che dB e V:

B C Q3:=Q5\ By, e, iterando, si trova (salvo terminare la dimostrazione in un
numero finito di passi) che

¥neN, 3B, €V : By C Q= O\ Ba=2\ (UL, B;)  con

5n+1
2 Y

Tnt1 3= 1(Bpt1) 2 Ont1 :=sup{r(B) : B C Qui1} <6,

Notiamo che, siccome le palle B, sono disgiunte, allora
en S, N = LN(U,B,) < LY () < 400 = 7, =, 0 = 6, —=,0.
Ci6 comporta che ogni palla B deve intersecare qualche By, perché

BN [Uzlek] =0 = BC Qn+1 = T’(B) < 6n+1

A sua volta ci6 comporta che, indicata con B, la palla concentrica a B, e di raggio
r(B,) = br,, allora

(%) x€A z¢UIB = Tk>n: z € By,
Infatti, z€A, z¢U)-/B; = 3B(x)eV, B(z)CQ,=Q\U}ZB; con
B(x) palla centrata in x di raggio, diciamo, r(x). D’accordo con quanto sopra
osservato, esiste un primo indice k >n tale che B(z)N By # 0.

Dunque B(z) C @ = Q\UZ! B, e quindi r(z) < o < 21y,

Siccome B(x) N By # (), concludiamo che B(z) é contenuta nella palla che ha
lo stesso centro di By e raggio brg, cioé appunto  Bj. Da (x) segue che

A\ (Uan) C Uan B~k Vn. Ma LN (Uan Bk) S CN 5N § Té\/ —n 0
k=n

e quindi N (A\ (U.B,)) < en b Z TT]LV —, 0
k=n



