AM310 2012- Sett. 11.

IL TEOREMA DI COMPATTEZZA DI RELLICH.

Sia  u, € C§°(Bgr), con  sup, ( / |Vun|p> < 4o0o. Allora
RN
(i) se < p < N, u, ha una sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr < 2
(i) se p = N, u, ha una sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr.
(iii) se p > N, u, ha una sottosuccessione uniformemente convergente in By

Prova. (i) Sial<r< N]\%' Da Holder e quindi Sobolev segue che

sup /]unlr sup (R/ |Vu,|? < +o00

Br

Poi, la diseguaglianza di interpolazione con (0,1], a4+ (1 — a)NN— = % da
1

/ lun(z + h) — u,(z)|" do <

(A=) (N—p)

« Np

Np

[l ) =@ || [ a4 ) = (@) 7

Il secondo fattore, grazie a Sobolev, resta, nelle nostre ipotesi, limitato e

/|un(x+h)—un(x)|dm§ / (/01|<Vun(x+th),h>|dt) dz

RN RN

1
P

L 1
< vol(Bag)' ¥ yhy/o /]Vun(erth)]pdx dt < c|h| sup /]Vun(x)\pd:v
N N

La compattezza di u, in L"(R”Y) segue quindi da Frechet-Kolmogoroff.



3=

(ii) In tal caso sup,, ( S \Vun|7"> < 400 Vr, e quindi, come in (i), otteniamo
RN

la compattezza di u,, in ogni L".

(iii) La (i) nel Teorema di Morrey dice sup,, ||tun|lcc < +00 mentre la (ii) assicura
la equicontinuita delle u,,. La conclusione segue quindi dal Teorema di Ascoli-Arzela.

Nota. Rellich non vale in tutto R" né fino all’esponente limite
x .__ Np

i) Se feCPMRYN), f#£0, heRVN h#£0, f.r):= f(xr+nh),
allora  |[|Vfull2 = [|Vf]l2, ma  f, non ha estratte convergenti in alcun L?

N-2

(i) Se feCP(B), [#0, e —=n0, [folv):=e’ f(&) allora
IV fall = IV fll2, Il 2, = [ fnll 2

2N
e quindi f, non ha estratte convergenti in LN-2 (mentre converge a zero in LP per
1<p<35).

SPAZI DI SOBOLEV: DISEGUAGLIANZE DI SOBOLEV
E TEOREMA DI RELLICH

Abbiamo visto che

_ _ 1 o9 N
8% / 8:1:] vueCl, Voe CPRY)

RN
Derivate deboli, lo spazio H... Se ue L} (RY) (ie. [ |u| < +oo VR) e
Br

3w € L (RY): / uj v o= —/ 81’ Vv € C5°(RY)
RN 7

diremo che u; ¢ la derivata debole di u rispetto alla j-esima variabile e scriveremo

ou __ _ Ou : 1 N
be, = U VU= (Bx s+ 3-) - Diremo anche che u € Hj, (RY).

Proposizione 1 (unicitd della derivata debole, regolarizzazione).

(1) u.77UJ € Lloc(RN)> f uj v == f u 81: = R‘IJ‘V Uj v VU € CE)X)(RN) =

J

u; = v;. In particolare, ognl funzione C’1 ha derivate deboli e queste coincidono con
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le derivate usuali.

(i) el ueH., = pxueC>® e %(g@*u):go*%

(iii) Se u € HL (RN) e v € C°(RY) allora uv € HL (RY) e gixz_’ = 887“]_ v—i—u(%’j

Prova di (ii). uell, = prxueC™ e %(gp ku) =
0 0 ou ou
[ ova—puydy =~ [ ple—yu)dy = [ oo —y)dy=px -
Oz, Oy; Oy; Oz,
RN RN RN
AR ou 0 v 0 ov ou
Prova di (iii). —RfN o, VP = Rj]"v U [vgﬁpj + @%j} = RfN uv% = _RfN @ [u%j + Uﬁj}

per ogni p € C°(RY).

Definizione di ~ H'“?(RY). Sia N,p > 1. H'"P(RY) é lo spazio delle
funzioni LP con derivate deboli in LP, dotato della norma

Nl = [ lul” + [Ful?
RN

La norma in HY(RY) := H"?(R") deriva dal prodotto scalare

<u,v>= / < Vu,Vv > +4uv

RN
Proposizione 2 : C§° é denso in H'?.
Prova. VYu € H'Y”, Ju, € CRY) :  w, —» u, Ou, — Ou in L2

Infatti, sia Yr(z) = ¥(%), v € C°(Ba), 0 < ¢ < 1,9 =11in By e ¢ € C§° nucleo
regolarizzante. Posto ug := u g, risulta
wexup € C°,  pexup —cug in LP
O0j(pe *up ) = pe x (Qjur) € C5°, e * (Ojur) = Ojur in LP
Basta quindi provare che v — 5 u in H'P, ed infatti
[l = wnl? + 19— wl < [ Jul? + 196+l (FIVEE) i 0

lz|=R

Corollario 2 ( Diseguaglianza di Sobolev in H'(RY) ). Sia p € [2, 2X].

Allora

(R/ P | < C(N,p)/ Vu? + u®  Vue H(RY)

RN



Segue da: u € H'(RY) = Ju, € C tale che u, — uin L? e q.o. e Vu, = Vu
in L? e dalla diseguaglianza di Sobolev per u,,, per cui

(R/ ul” | < liminf (R/ | |P § c(N, p) lim/ |Vun|2—|—ui:/ \Vu|* +u’

RN RN

NOTA. (i) Stesso argomento di densitd mostra che é anche vero che esiste S > 0
tale che
Jullgs, < SIVulla Vue B!

(ii) Allo stesso modo si estendono le diseguaglianze di Sobolev a funzioni H? nel
caso p € (2, N)) e Morrey, nel caso p > N.

Proposizione 3. H!' é spazio di Hilbert

H*' é completo: Sia u, di Cauchy in H', ovvero u,, dju, sono di Cauchy in L.
Dunque esistono u € L?, u; € L? tali che u, = u in L? ~ d;u, — u; in L*. Ma

/u @gpzlip/un @gpz—lign/(p 0jun:—/cpvj

Dunque u ha derivate deboli in L? date da d;u = u;, ovvero u € H'.

Teorema di Rellich (in A') Sia u, € H'(R") con sup, |[Vu,|l2 < co. Se
dR>0: |z| > R = u,(z) =0, allora u, ha una sottosuccessione che converge in
L*(RN).

Prova. Basta provare che se F' é insieme limitato in H! e w = 0 fuori di B per
ogni u € F, allora F é totalmente limitato in L?, ovvero se, indicata con B.(v) la
palla in L? di raggio € e centro v,

Ve >0, dp = p(e) e v1,...,v,in L? taliche F C 6 B.(vj)
j=1

Per densitd, per ogni u € F esiste ¢, € C§°(Bgry1) tale che [|[V(u — ¢,)|[2 < 5.
L’insieme {¢, : w € F} é evidentemente limitato in H' N C§°, e quindi, per il
Teorema di Rellich, ¢ totalmente limitato in L?, ovvero esiste un numero finito
di palle Be(v;) in L? di raggio § e centro v; tali che {¢, : u € F} C U;Be(v;).
Siccome, se u € F'e ¢, € By (v;) allora u € Bc(v;) concludiamo che I C Uj_; B.(v;).

NOTA E essenziale che le u siano supportate in una medesima palla .



Un’applicazione: I autovalore del Laplaciano in {2 aperto limitato in R
Sia A\ (Q) :=inf{fgn [Vul*: weCF(Q), [an|uf>=1}. Allora
Ju; € H'RY), u; =0 in Q°: / P =1 e / IVuy|* = A\ (Q)
RN RN
Per trovare uy, costruiamo una successione minimizzante w,,:
w, € C2(9Q) : / wa|? = 1, / Vw,|? = M\
RN RN
Siccome w,, é limitata in H', che ¢ un Hilbert, possiamo supporre (eventualmente
passando a una sottosuccessione) che esista u € H' tale che w, — w in H' ed anche
in L?, perché, per Riesz,
2 1. — 1
Vfe L2 g, € H: /Rwa—/RNVngf—i—wgf Vw e H
equindi [ w,f = [ Vw,Vg; +wngr —n [ VuVgr +ugy = [ uf Vfe L.
RN RN RN RN

D’altra parte. per Rellich, w,, ha una sottosuccessione convergente in L?, dunque
necessariamente convergente ad u, che é quindi I'u; cercato.

SOLUZIONI DEBOLI DELL’EQUAZIONE DI POISSON
in RV

N
Sia A=Y 8‘9—; Q aperto di RY.  Se, data f, u € C?() é soluzione di
j=1 %%

(equazione di Poisson) —Au=f in Q

allora, moltiplicando I'equazione per ¢ € C§°(2) ed integrando per parti, si ha
() [vuve = [fe  VoeCr®)
(%) ~[uae = [fe  weecE@

Viceversa, se u € C?(2) e vale (%x), allora u é soluzione dell’equazione di Poisson.
Diremo che u é soluzione debole (molto debole ) dell’equazione di Poisson in €2 se
u € H}, e soddisfa (x) (rispet.,u € L}, e soddisfa (xx)).

Abbiamo visto che se 2 = RN e f € C°(RY), f* N é una soluzione C*. Tale
convoluzione da sotto ipotesi molto piu deboli su f, una soluzione in senso debole.
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Soluzioni deboli via convoluzione e regolarita

SiaN>31<p<Z felr(RY), c(N) ;:N(N_Q)f#
1+[€12) 2

Allora, f*N, N = GN )2 ¢ soluzione debole dell’eq. di Poisson.

Infatti, sia f, € CF(RY), f, —n fin LP | per cui, per (HLS),
| frx N — f*NH% —n 0
Da —A(f,*N) = f, segue allora
—/[f*N] sz—h?gn/[fn*/\f] Ap = li,gn/fnsoz /fw Vi € Cg°
Osserviamo ora che, se  — [ulAp = [fy, Vo€ CF(Bg) allora
~[lu=r+N Ap=0  VpeCFE(Br)

(si dice che u — f* N ¢ ’debolmente armonica’ in Bg). Ed allora u ha (almeno) la
stessa regolaritd di f * N, in virtd del

Lemma di Weil.  Sia uw e L,.(Q) tale che

—/uAgo — 0 Vi € C2(Q). Allora u € C%(Q)

Lemma (Regolaritd di f«N). SiaN >3, 1<p<Z, feLP(RY). Allora

fxN €LV, 8j(f*N)=f*6jNeLN%

Prova. Sia dapprima f € C{°(RY). Dunque, se |z| <, esiste R > 0 :

of
Fa=2) Mleoxmaz) 0 1 el X(2)
AR A Iz, R
cioé z — {(fN ) ez — gf (x — z)‘ =z sono equidominate (in x) e quindi si pué
derivare sotto segno di mtegrale
0 af dz af dz
L (FxGno) = | 2 — S B O Vo
oz, (fx Gr-a) Oz, (z=2) 2] V-2 0z (z z)(|z|2)¥
Non si pud, senza usare cautela, integrare per parti. Tuttavia, per quanto sopra,
0 dz
3:1:j (f N= 2 61*13’(1) 323 62 + |Z|2)¥
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lim/f(x —2)

e—0

-N=-2)z FW) @ —y) o 9GN-s
(€2 + |22)® de=—(N 2)/ |z —y|N W=7 0;

D’altra parte, se f, € C3°, ||fn — fllp = 0 , usando (HLS) vediamo che

| /[fn(y)—|f(y)](f€j_yj>dy\| s < cllfa—flly a0

x—yN N-p
ovvero  fn*x OGN =, f*x ;N in L35 e quindi —[(f*xN) 0o =
—limy, [ (fa * N) 050 = limy, [ 0;(fn * N) o = limy, [[f % N o = [(f x ON) ¢
ovvero  fx N € L™ sono le derivate deboli derivate deboli di f*N.
Esempio: regolarita delle autofunzioni del laplaciano.

Abbiamo visto che, se © é aperto limitato in RY, N > 3, e

[IVul?

A (Q) =
1( ) uECO“}%Z),u;éO fu2 ’

allora A >0 e

Ju; € HYRY), u; =0 in Q°: / lui*=1 e / Vuy|* = A\ (Q)
RN RN

E facile vedere che u; é autofunzione (in senso debole) del laplaciano, cioé

/Vulvw = Al/ulw Vo € Gy (2)

Pid in generale, supponiamo u € LP, u nulla fuori di 2 (e quindi u € L"(Q) Vr €
(1, p]) sia soluzione debole di

—Au = \u OVVero — /uAgp = )\/ugo, Vo € C5°(Br)

Proviamo che u é Holderiana. Sia p = %.

Se0<g<1l,ue L"Vr < N e quindi Vu € L¥5VYr < Ne quindi u é Holderiana
(Teorema di Morrey).

N

N

9
Sel<g<2 dauc La segue che Vu € L7 = La1. Siccome g—1< 1, di
nuovo Morrey da I’Holderianita di u.

N
NG

Se2<q<4,Vue LN-¥ = La1. Siccome q > 2, Sobolev da u € L2 ¢ ritroviamo
le situazioni precedenti (0 < ¢ — 2 < 2), e quindi u é holderiana.

N
Se 4 < g < 6, come sopra troviamo che u € La—2 ove ora 2 < ¢ —2 < 4 e quindi u é
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holderiana. Iterando la procedura, troviamo che u é holderiana quale che sia q.
Se la u ha derivate deboli sommabili in €2, allora, se U; := 0;u, allora

A [O) e = =2 [udze= [un(@e) = [udyap) = - [(Ou)ae

Anche per le derivate deboli 0;u vale quanto sopra: sono holderiane.
Con un pé pit di lavoro si vede che u € C*().

Soluzioni deboli del problema di Dirichlet in aperti limitati.

Il problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace consiste nel trovare la soluzione
(unica !) dell’equazione —Awu = f in un aperto €2, che coincida sul bordo di €2 con
una data funzione g. Consideriamo qui il caso g = 0:

—Au=f in £, u=0 su 0N
TEOREMA . Sia Q C RY, N > 3 aperto limitato, f € L¥+2(Q). Allora

Fluy € HY(RY), wu(r)=0 se v ¢ Q: /Vusg0:/fgo Vo € C5°(R2)

e (dipendenza continua dal dato) /|Vuf\ )z <c (NIl 2n

N2

Prova. Possiamo pensare che f sia in LW(RN), f=0fuoridi Q. Sia

u):;/|Vu|2—/fu, ue H

Osserviamo innanzi tutto che

inf FE(u) > —o00
ueCe(Q)
/ 0o Poingcare
perché  u; € C3*(Q), [[Vuyl| = 00 7= E(uy) = 5[V [[5—c(N) £l 2x Vsl —

+oo. Maallora u, € C(Q), Eu,) —, inf FEu) =
ueCF ()

= sup, [|[Vuulla <+00 = Ju, 3Ing: wu, —pu in H'. Inoltre, us-
ando Rellich, possiamo supporre anche che u,, converga ad u in L? e q.o. . Infine,
siccome la norma ¢ debolmente inferiormente semicontinua, cioé liminf [ [Vu,, |* +
un, [* > [ |Vul* +u? e quindi anche liminf [ |Vu,, |* > [|Vu|®>. Dunque  F(u) =
inf £ e quindi

0= [ /|V u + tp))? /f u+tg0]|t —/Vquo /hgp Vo e Cg°

ovvero u é soluzione debole.



