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FUNZIONI MISURABILI Siano X un insieme , ¥ C P(X) sigma algebra.
Una funzione f : X — [—o0, +00] é misurabile (diremo f € M) se vale una
delle (tra loro equivalenti) affermazioni

(i) {reX: flx)<c}eX VeeR (i){reX: f(z)>c}eX VeeR
(1ii) {f(r) <c}eX VeeR (iv) {f(z)>c}e€X VceR
Nota. Sia p misura completa, cioé Ny C N € ¥, u(N) =0 = Ny € X. Allora

se feMeu{x:glx)# f(x)})) =0, (g coincide con f quasi ovunque) da
{reX:fz)<cA{r e X:g(x)<c} C{x:g(x)# f(x)} segue g € M.

Esempi x4 (funzione caratteristica di A) é misurabile se e solo se A € .

Sia X = RY e ¥ la classe dei boreliani. Se f é inferiormente/superiormente
semicontinua (cioé f~!((—oo,¢]) é chiuso/f~!((—o0,c)) é aperto, per ogni ¢ € R)
allora f é (borel) misurabile.

Proposizione 1 (stabilitd di M). Siano f, g : X — (—00,400) misurabili.
Allora

(i) tf +sg, t,s € R, fg, fT(z) := max{f(x),0}, f~(z) := max{—f(z),0},|f];
sono misurabili; % ¢ misurabile se u({f =0}) = 0.

(ii) foe M = inf, f,(z) € M, sup, fu(z) € M, liminf, f,(z) € M,
lim sup,, fn(x) € M

Verifica di (i): La misurabilitd di tf, % segue subito dalla definizione. Poi, f+g¢ é
misurabile perché  {f +¢g < c} = Upseq, res<ap({f <7r}N{g <s}) € ¥; infatti:
fx)+g(x)<c=3TrsecQ: flx)<r<i+ 71”(96);9(;5) e glr) <s<$+ 79(:6)5“@
(cié prova ”C”; I'altra inclusione é ovvia). Si vede poi subito che  f misurabile

= f? ¢ misurabile, e quindi fg = U+l —(f=g) ¢é misurabile, e quindi

I =Fxusoy = —fxuzop Ll = f+ f~ sono misurabili
Verifica di (ii): {x : inf, f.(z) > ¢} = Nu{x : fulx) > ¢} € ¥ = inf, f, €
M, {zx : sup, f(z) < ¢} = N{z : fulzx) < ¢} € ¥, liminf, f,(z) =

sup,, infg>n, fr(z), limsup, f.(z) = inf, sup,s, fu(z).

Proposizione 2 (rappresentazione di f € M). Sia f > 0 misurabile. Allora

> 1 "1
dE; e X fl@)=> =xg,(x) = lim) —xg,(z) Ve e X
=17 "=
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Dimostrazione. Siano, induttivamente,

BEy={o:fx) 21}, E,=={z: flx >ZXJE + = }neN

Posto g(z) := 3, %XE]., proviamo che f = g.

E f(z) > g(x). Infatti: © ¢ U;E; = g(z) =0, = € B, \ U1 B = f(z) >
S 4>y X ) infine, Jj, — oo w € By, Yk = f(a)

SN VE = f() > 2 g, = g(x)

E f(z) < g(z). Infatti, g(z) < 400 = Fjp — +oo0 : x ¢ E;, = f(z) <
SR+ L <g(a) + L = fx) < g(x)

Funzioni semplici. Sia p misura su (X, ) ; ¢ : X — [—o0, +00] misurabile si
dice semplice  (diremo ¢ € §) se ¢(X) é al pit numerabile:

O = D txo=ty = D tixa, Ai={o=1t;}€X disgiunti, U;4A; =X
t i
é rappresentazione ”canonica”’di ¢.

Se {B; : j € N} é partizione di X , A; N Bj,j € N é partizione di A4; e
XA; = 22 XAinB;» ¢ = i tijxan;,  ove  ty =1lixans;-

Integrale di una funzione semplice. Sia ¢ > 0 semplice.
Joodn= Studo=1}) = Stu(A),  (0xo00:=0)
t i

Nota. Sia {B, : j € N} partizione di X, con B; € ¥. Sia Y, t;x 4, rappresentazione
canonica di ¢. E

/¢ = D tyu(Ain By) (/¢ 12/X¢du)

Inoltre, [¢ = 0 se e solo se u({¢ # 0}) = 0, (sse ¢ é nulla "quasi ovunque”) e
pN)=0= [oxn =0, oxne = [

Proposizione 3. Siano ¢, ¥ > 0 semplici. Allora

(1) p<yp=[o<[¥
i) Jo+¢ = [o+ [v, [to =1t[¢, V=0



INTEGRALE DI UNA FUNZIONE MISURABILE NON NEGATIVA

Sia f > 0 misurabile. Definiamo

[ 1= [ fdn ;:¢€S%u<p¢<f/¢

Nota. Siccome [ = Sy tyu(By) + S5y tyu(By) < Sy typ(Ey) + ¢
se k > k., il sup non cambia se alle ¢ si chiede di assumere al piil un insieme finito

di valori. Inoltre, per f = ¢ semplice, le definizioni coincidono. Poi,
Proposizione 4. Siano f < g misurabili e non negative. Allora [ f < [g¢

Nota. [ f = 0 se e solo se f = 0 quasi ovunque: ovvio se f = 0 q.0.; vice-
versa, [ f =0, < f = [¢ =0 = ¢ = 0 quasi ovunque. Dalla Proposizione 2:
d¢; < f, ¢; — f e quindi f = 0 quasi ovunque.

Teorema di Beppo Levi (o della convergenza monotona)

Siano f,, funzioni misurabili, tali che 0 < f,(z) < fui1(x), ¥Yn € N, Vz . Allora

dm [ = [ i f

Dimostrazione. Basta provare che [ f < lim [ f,, , ovvero

¢:Z§:1thEj€37 0<o<f = J[o= Z]1JM( ) < lm [ f,

Cominciamo con 'osservare che, se ¢ = +o00 in E con u(FE) > 0 , allora, per ogni
M >0,
EM:={xeE: f.(x)>M}CEY,, U EM = FE

perché f,(z) < for1(z) e  fu(zr) = +oo Vo € E . Quindi, siccome p(E) > 0,

/fnZ/anEy > Mu(EM) - Mu(E) = /fn—>—|-oo

Possiamo quindi supporre ¢; < +o00. Sia 0 < t < 1. Siccome ¢(z) > 0 =
lim,, fn(x) > tp(z), posto At ={x: f.(zx) >tp(x)}, si ha che U, AL = X (unione
crescente). Quindi

k k
/fn > /anA; > t/SDXAg =ty tiju(A, NE;) —tY tju(E)) Zt/SD
j=1 Jj=1

Data l'arbitrarieta’ di ¢, concludiamo che [¢ < lim [ f,.



Nota. Si pué supporre 0 < f,(z) < fo11(z), Vn € N, Vo ¢ Z, u(Z) = 0.
Bastera sostituire alle f,, le f,,(1—xz). Non si pud invece sostituire all'ipotesi di non
decrescenza, f, < fn.i1, quella di non crescenza f, > f,11. Ad esempio, f,(x) = %

in R tende a zero mentre [ f, = +o00 Vn.
R

Corollario. Siano f, g, f; funzioni misurabili non negative, ¢ > 0. Allora

(@) [tf+sg=t[f+s[g, Vt,s>0 (@) X7 f = 200 1

(i)  Dalla Proposizione 2: Jp; < f, 1; < g successioni crescenti di funzioni
semplici non negative tali che p; — f, 1; — g. Da Beppo Levi, segue che

/f+9:h}n/%’+¢j:1im(/90j+/¢j)=/f+/g
S fi — 329° f; in modo crescente implica

ilo:/fj=1i,{ﬂ§?:/fj=1i,{ﬂ/§j:fj=/li,{n§:fj=/§lo:fj

lim [f, = [lm f,

(i)

Il Lemma di Fatou. fn = 0 masurabili =

lim [ f, > lim [ infys, fi e siccome

dal Teorema di B. Levi segue

Prova:
converge in modo crescente a lim f,,

nfr>n fi
lim [ infy>, fr = [lim f, .

Il teorema di Lebesgue (o della convergenza dominata).

Siano f, > 0 funzioni misurabili convergenti puntualmente a zero .
3 g > 0 misurabile : /g <400 e faulzx) < g(x) Vn, = /fn —0
X

Prova. Sia h,(z) = g(z) — fu(x). E [hy+ [ fo=[g<+oo. Da Fatou:

/Q—E/fnzli_m[/g—/fn]zh_m/hnz/g e cioé ogm/fngo

Nota. L’ipotesi di 'equidominatezza’ é essenziale.

Xinnt1)() =0 Ve €R ma  [gXpniy =1 Yn.

Sef:RNHR,fZO7

é

Ad esempio,

Un altro esempio é dato dai cambiamenti di scala .
sia  fu(x) == n" f(nz). Siccome [gx 0" xp(nz) de = nNLN(L1E) = LV(E)

J ¢n = [ ¢ per ogni funzione semplice ¢ e quindi [z~ [ = Jgn f-



SOMMABILITA ed £(X, p).
f misurabile si dice sommabile, e scriveremo f € LY(X,u), se [|f| < oo.
In tal caso Ixf = Jx [T = Ixf"
Proposizione 1. Siano f,g€ L', t,scR. Allora
(i) tf+sg €L e [tf+sg=t[f+s[g
i) f<g, = [f < [g. Inparticolare, |[f| < [|f]
(i) [|f|=0 < {f#0} ha misura nulla ( f énulla q. o.)
(iv) p({|fl|=40})=0 e {|f|#0}¢é o—finito, cioé
esistono E; misurabili e di misura finita tali che {|f| # 0} C U;Ej.
Prova di (i). Intanto, (f+¢)" < fT+g", (f+9)” <f +g = f+ge€ L' Poi,

(fro) =(f+g) =f+g=("—f)+g"—g) = (f+g ™ +f +g =
(fro) +fr+g = Jf+g ™+ [f+[g = J(f+tg) +[f+[g" =

[1+g9=[U+a=[u+a = [r=[r+[a=[s=[r+]9
Prova di (iii). ¢ indica una funzione semplice: [Ifl=0 <
S0<e<|fl=[e=00c0<p<[fl|=p({e#0}t=0) < u{[f|#0} =0

Prova di (iv). [If| = [/l X;j00 2 nedlfl 2 n}) = p({[f] = +oo}) <
p{lfl =n}) < L JIfl VneN. POl
> sl =31

(F#0)=UIf[= 1} e +oo > f\f|2f|f\ X

Teorema 1 (Lebesgue)  Siano f, € L'. Se f, é equidominata ( se esiste
cioé g sommabile tale che |f,(x)| < g(x) quasi per ogni x) e f, converge ad f q.o.,
allora f € L' ed [ |fn — f| —n 0.

{r1=>L1y

Prova.  Se f, converge ad f q.o., esiste N tale che
wN) =0, |[falz) = f(@)| =0 Vo ¢ N e |fulz) = flz)] <29(z) Vo &N
e ci6 assicura che [ [fu() = f(@)] = [ |ful2) = F(@)lxne — 0.



COMPLETEZZA

Una successione di funzioni sommabili f, soddisfa la condizione di Cauchy per
la convergenza in media se

Ye >0, dn.: n,m>n, = /|fn—fm\§e ()

Se f, converge in media, f, é necessariamente di Cauchy (i.e. soddisfa (C')). Vi-
ceversa, se f, soddisfa (C) , allora f,, converge in media a una funzione sommabile f:

Teorema  Se fn € una successione di funzioni sommabili, allora
fn converge in media se e solo se soddisfa la condizione di Cauchy (C).

Dimostrazione. La necessitd é ovvia; proviamo la sufficenza. Da (C):

1
ani /‘fnk+1 _fnk| S 2_k
Posto  gr := fu.., — Jn,, dal Teorema di B. Levi otteniamo

/[%:wk‘]d/i:zk:[/Wk‘dﬂ]sz:%< —+00 cioé

g = > |ol é sommabile e quindi finita q.o., e quindi
ko

la serie Y g converge q.o., OVVero f(z) :=lim f,, esiste q.o. Inoltre,
k

|ful < |fil+9¢ e quindi /\fnk — fl =0 (convergenza dominata)
Da (C): JUn =A< T = fal + [ = fl <€ se nong=ne

NOTA. Dalla dimostrazione:

fn di Cauchy = 3 f,, equidominata e convergente quasi ovunque.

Definizione di Li(i). L'(u) = {[f]: [Ifl <oc}, [f] ={g: g=faqo}

Possiamo riformulare i fatti mostrati dicendo che

- Ifll == / I/ é una norma su L'(p)

— (LY FD ¢ uno spazio di Banach



Esercizi e complementi 2

Insieme di Cantor, funzione di Cantor

Dato un intervallo chiuso I = [a,b], l'intervallo aperto J := (a + %5%,b — 25%) ¢

"intervallo centrale”, I} = [a,a + bg“], L=[b- b_T“, b] sono i "restanti”. Iterando,

a partire da Iy = [0, 1] 'operazione di ”selezione” dell’intervallo centrale, si trova

0,1] =0UC, 0= U2, U T, C =2, Ul Iy

ove  Jyj, I,; sono intervalli aperti (risp. chiusi) di lunghezza 3%, per cui
. 2.
Ll(Uizllnj) = (g) ) Ll(c) =0, LI(O) =1
L’insieme C' é ”insieme di Cantor”.
3., — z
Sia gn(t) - (i)nzxﬂzw fn(x> = /0 gn(t>dt
1

Da |foi1(x) — fulz)| < 2% Vz € [0,1]) segue che f, converge uniformemente, di-

ciamo ad f.

Tale funzione é detta funzione di Cantor. Ecco alcune sue proprieta:
f é non decrescente, f(0)=0,f(1)=1, f=cost.in J,; VYV n,j
f(O)={%: k,neN}. Dunque f(O) é numerabile e L'(f(0)) =0
Dunque L!'(f(C))=1 (in particolare, C' non é numerabile).
Esercizio 1.1. Sia g(z) = %@), z € [0,1], f funzione di Cantor.
Provare che g ha inversa continua e che  L'(g(C)) = .

1. Funzioni misurabili e misure

Esercizio 2.1. Provare che f misurabile = f~}(B) € X VB C R Boreliano.
Esercizio 2.2. Sia f,, una successione di funzioni misurabili.

Provare che I'insieme {z : 3lim, ., fu(2)} & misurabile.



Esercizio 2.3. Provare che ogni funzione monotona di R in se’ é misurabile.
Esercizio 2.4. Sia f : R — R localmente Lipschtziana.

Provare che f trasforma insiemi di misura (di Lebesgue) nulla in insiemi di mi-
sura nulla.

Mostrare con un esempio che le funzioni continue non hanno, in generale, questa
proprieta.

Esercizio 2.5. Provare la falsita della seguente affermazione
f misurabile £ C R Lebesgue misurabile = f(F) é Lebesgue misurabile.

Suggerimento. Se f € la funzione di Cantor, prendere A C f(C') non misurabile
(perché esiste?)...

Esercizio 2.6. Provare la falsita delle seguenti affermazioni
(i) f misurabile £ C R Lebesgue misurabile = f~!(FE) é Lebesgue misurabile.

Suggerimento. Sia f = g7, g come nell’esercizio 3 ed E = g~1(A), A C g(C)
non misurabile.

(i) L'(E)=0 = FE é boreliano
(iii) L', ristretta alla o-algebra dei boreliani, é misura completa
Esercizio 2.7. Siano f, g Lebesgue misurabili in R. Provare che

g~'(B) é boreliano se B ¢ boreliano = g o f é misurabile

e che la implicazione é falsa se g é soltanto misurabile.

3. Integrazione

Una Formula di rappresentazione per l’integrale.
Sia f > 0 misurabile in (X, %, ). Allora ¢ — p({f >t¢}) ¢é Riemann integrabile
in [0,M] VM >0 e

Joran = [Tuds >t a
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Prova della Formula di rappresentazione . u({f > t} é non crescente e
quindi i suoi punti di discontinuita sono numerabili, e quindi é Riemann integrabile

Poi, sia o = 37  tjxg;, 0<t; <ty...<t,  Allora

{z () >t} = Uy 1>ty Fj e quindi

o3

n{p > t})dt =

n n

=1 Z:M(Ej) + (ty — t1) Z:M(Ej) o (= ) pu(BR) = zn:tju(Ej) = /90

Poi, se v, — f, o0 < o1 < f, é{f >t} = U, {@, > t} unione crescente, e
quindi p({@, > t}) — p({f > t}) e quindi, per Beppo Levi,

/f@—hm/wﬂu—MJﬁ{%>ﬂ» Lﬁ¢f>ﬂ
0

Esercizio 3.1. Sia B:={x € R": ||z]| <1}.  Calcolare

b= [ el ho= [ el
b= Nl xs b= Ml "X

( usando la formula di rappresentazione) e concludere che

I, <+0c0 <& p<mn, Jpy<+oo & p>n

Esercizio 3.2. Siano f,, misurabili, 0 < f,,1(x) < f.(x) per ogni n e q.o. z.
Provare che dn

(
[ fn < +o0 = [ fn — Jlimf, e che l'ipotesi
n: [f,<4oo & essenziale.

Esercizio 3.3.  Provare che f,(z) — f(z) Va = [|f] <sup[|f]

Esercizio 3.4. Sia p la misura che conta su un certo insieme X. Provare che
(Z> Jx |fldp = sup{>Z,calf(a)]: ACX, A finito}
(i) Jxlfldp<4oo = A{z: flz)#0}

é al pit numerabile

Esercizio 3.5. Sia p misura su X, £ C X misurabile, f : X — R misurabile
p > 0. Provare che

) p({lf1 =t}) < IfIP
(ii) [P < oo = u({lfl = t}) = o(5)

tP
Provare con un esempio che u({|f| > ¢}) = o(3) non implica [ |f|P < oo.

Suggerimento. Considerare f(x) = m X(0,2)



4. Funzioni misurabili ed integrali secondo Lebesgue in R".
Teorema di Lusin.
Sia A € R Lebesgue misurabile e di misura finita, f misurabile. Allora
Ve >0, 3K, C A compatto : LY(A\ K.) <e e fi 6 continua
Dimostrazione del Teorema di Lusin.

Dato j € N, siano [;; intervalli disgiunti di lunghezza % tali che U;[;; = R.

EA=UAy;, Ay:=Anf (1) (A”ﬂAlJ—(Z)sei#l')
Siano Kf; C A;; compatti tali che LN (A4;;\ K;) < 755w (KNKf; = 0sei #11).
Siano g; = ay; € I;j in K. Le g; sono contlnue su UL 1K€ Vn P01

€ nj € €
=3 n LY(A\ULK) <

LN(A\ UL KS) — LY(A\ U Ky) < 5

27

Posto allora K¢ := N; U2, K§, é |g;(z) — f(z)] < % Vo € K¢ e quindi f é continua
su K¢ Infine LV (A\ K) <3, LN(A\ U2, K) < 2.

Esercizio 4.1. Sia f misurabile e limitata in R". Provare che
Ja~ [f] < 400 se e solose 0% - LY ({z : [f(z)| > 2}) < 400

Provare con un controesempio che I'implicazione < e in generale falsa se f non
si assume limitata.

Esercizio 4.2. Sia f misurabile e limitata in R". Provare che

(ii) [|f] < 400 = S, LN{|f| > n}) <

Si pué prescindere dall'ipotesi di limitatezza? E vero il viceversa?

Esercizio 4.3. Sia f misurabile in RY e nulla fuori di una palla. Provare che
Ja~ |f] < +oo se e solose P20 LN ({x : | f(z)] > 2"}) < +00

Provare con un controesempio che I'implicazione < & in generale falsa se f non
si assume a supporto compatto.
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CENNI DI SOLUZIONE

Esercizio 1.1 {z+ f(z) : 2z € Jyj} = Juj +Cnj  se [ = ¢y su Jy;.
on—1

Dunue  L'((0)) = 15,575 g = AEaa(3) =4 e qundi L(9(C) =

Esercizio 2.1  Osservare che la preimmagine di un aperto é misurabile (ogni
aperto in R é unione numerabile di intervalli aperti). Provare quindi che se f : X —
Y e X C P(X) é o-algebra, allora {A C Y : f7}(A) € X} ¢ sigma algebra.

Esercizio 2.2  {z: 3lim, f,(7)} = {z : lim, f,(x) = lim,, f,,(z)}

Esercizio 2.4 |f(z) — f(y)| < Lz —y| = U(f(I)) < LI(I) VI intervallo .
Poi, se f ¢ la funzione di Cantor, L'(f(C)) = 1.

Esercizi 2.5-6-7 Sia g come nell’ esercizio 1.1. Sia A C ¢(C) non misura-
bile  (tale A esiste perché g(C) ha misura positival), esia £ =g '(A). Siha:

5 FE C C ha misura nulla ed é quindi misurabile, mentre g(E) = A non é misu-
rabile.

6-(1) Seh:=g ', h 1 (FE)=g(F)= A non é misurabile.

6-(ii) Sia E come in 6-(i). Se E fosse boreliano, A = g(F) = h™!(F) = sarebbe
misurabile.

6-(iii) Sia L'(F) = 0 con E non boreliano. Sappiamo che esiste un boreliano di
misura nulla che contiene E. Siccome F non é boreliano, L} non é completa.

7 11 controesempio ¢ : xg o h = xp-1(g) = xa (h come in 8-9). L’affermazione é
ovvia: {g > ¢} boreliano = f~'({g > ¢}) misurabile.

Esercizio 3.1 L"({z € B: ”x”p > t}) = vol(B)t v se t > 1 e vale vol(B) se
t<1: p<n=1I,=vol(B)[1 +f°°td%t]—vol(3)n%p, p>n=I,=+o0.

Calcoli analoghi per J,,.

Esercizio 3.5

1

G=ii) [ Pz ez s A= < 5 [ E = e

perché  [i 550 [ fIP —t—too J{ifimtooy [f] = 0se [|f[P < +oo.
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Esercizio 4.1 Sia g(t) = LY ({|f| > t}), cosicché g é monotona decrescente

(4) /!f\z/ t)dt = Z/ g+/ 7. )2_171 < /:n%lg - 9(21n)21n

n=1" 27 om

Dunque  [[f| = 332 1f2" Ty > 1y g(k)k mentre [ <gD)|fllee =
JIT< g fllee + X020 9(5) 5n < maz{L, [|fllc} X020 9(50) 3

Controesempio:  f(z) = Tx(0,1)(z) =z € R.

E Yous0 3 L ({f > 32}) = Tuso3: < 0o ma lintegrale diverge.

i) JIfl = 79 = Xus19(n) e quindi lipotesi di limitatezza non entra. I
viceversa ¢é in generale falso: se |f(x)| <1 Vz la serie converge (serie di zeri!) ma,

in generale, [ |f| = +oo.

Esercizio 4.3 Come sopra,

[11= /g+Z/ )+ 5 22” (2") %i

indipendentemente dal fatto che f sia a supporto comptto. Viceversa, se f = 0
fuori della palla B,, allora LY({|f] > 0}) < wol(B,) e quindi g < vol(B,) e quindi

J1fl = fog+z onn QSUOZ( )+ s 2g(27).

2n+1

Controesempio. f(z) = %X[Q,Jroo)(x): la serie é una serie di zeri, ma l'integrale
diverge.
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