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SOLUZIONE Eserc1ziO 5.0. Sia v € R™ \ {0}. Dalla differenziabilita di f in un generico punto zp, abbiamo che,
se [t| e sufficientemente piccolo

f(xo+tv) = fzo) =t (V[f(0),v) +o([t])
quindi, dividendo per t ed effettuando il limite per ¢ — 0, otteniamo

o)y L0 =S

= (Vf(z0),v)

La linearita dell’applicazione L,, segue immediatamente dalla linearita del prodotto scalare: infatti, Vo, 5 €

R, v,&€ € R"\ {0}, con (o, B) # (0,0)

Loy (o + BE) = a(afiﬁg)m) — (V{(0), o + BE) =

=a(Vf,v)+ B(Vf &) = aLly (V) + BLy, (€)

SoLuzIoNE Esercizio 5.1. Considerato lo sviluppo di Taylor di f(z,y) = 22 + 2y? in un punto generico p =
(z0,70) € R%:
I (x0 + hyyo + k) = f(wo,90) + (Vf(20), (h, k) +o(Vh? + k), (h.k) € R®

dove V f(z0,y0) = (20, 4yp). 1l piano tangente sara definito da

T,: R* — R?
(hv k) = ((L'O + h7 Yo + k, f(w07 yO) + <Vf(x0), (h7 k)>)

cioe Tp(h, k) = (aco + h,yo + k, 22 + 2y3 + 2z0h + 4y0k). Le coordinate del piano tangente saranno quindi

r=z0+h
y=vyo+k
z :x3+2y3+2m0h+4y0k‘

SOLUZIONE ESERCIZIO 5.2.

(5.2}1) Consideriamo la mappa

x(u,v) = (x1(u,v),x2(u, v),x3(u,v)) = (u,v,c 1-— ol b2>

Sostituendo x(u, v) nell’equazione dell’ellisse otteniamo

2(1 w2 _ 2
u2+v2+c (1 o2 bQ) w2 2wl 2
a? b c?

a?

Concludiamo che x(u, v) soddisfa ’equazione dell’ellissoide ed ¢ quindi parametrizzazione
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b
(5.2}2) Osservato che zp = x <\j§, ﬁ)’ dalla rappresentazione con la formula di Taylor al primo ordine di

x(u,v) in (\% \/bg

a b a _a__b_
X1 ﬁ—i—h’ﬁ—i_k = Vx; WeRIvA .

_a_ b - | = _a_ b B2 2
x3 (g +h stk VA Vxs (&

) %), ovvero

)

deduciamo la forma del piano tangente la superficie nel punto zg = (%

f

S

)

Vxl
+ VXQ
VXg

(

/-~
ISEENSIE S
N————
I
s

AT
Sl S 5

Ora

— Vx1(u,v) = (1,0) e quindi Vx, <}b> = (1,0)

3 V3
— Vxa(u,v) = (0,1) e quindi Vxo (\;%, \/b?T) =(0,1)

b
— Vx3(u,v) = | — < ,— & e quindi VX3< a , ): (—E,—%>
a2\ /1-% - % b2 /1-% v 3 V3 a

Segue che il piano tangente all’ellissoide in g sara:

i.e.
_ a_
T \{)?T+h
y=15th
y— C _cp_c
V3 a b

SOLUZIONE ESERCIZIO 5.3. Dalle regola della catena, abbiamo che

0F _ /(91 05\ (90 90\\ 0500 0s o0 _
or 0o’ 00 )\ 0z’ Ox 0p0x 00 Ox

f e_siHHg

6 o 00
of _((35 or) (0 90\\_01oe oo _
dy Do "\ oy’ Oy 0oOy 000y

of . cosﬁ@f

aQsm€+ o 00
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e quindi
ﬁ of Osg_sineﬁf _2 of x Y 87]" B
0x2 8m do o 00 oz \ do \/W w2 +y200 |
_of 0 x 7f 00
5Q8x ,/332—|—y2 332+y 8 (9x
(0 y Gf Y g o 90\ _
Or \ 22+ y2 ) 00 TEe Y2 oz ox))
_gsin20+ 0 (92f 82f sin 6
~ o S\ 002 “7 T 0000 o
2COS€SIH08f sin ¢ 0’f  sinf O*f
— —_—— + cos 6 — —> =
02 £l 0 0000 o 002
_sin29g_2sin90059 0% f +ﬁ 820+251n9c089g+sin29ﬁ
o 0o 0 0000 00 0% 00 0% 062
0% f

_ 0 [of in9+cosﬁaf _2 af Y r  Of\ _

8y2 Oy \ B 0 90) y\de Jmigz a2 iyro0)
0 Y 89 of

ay( m2+y> 2+ (35 (o ) “ a0 () 5y)

+2 T 8i+cos0 of —i-f (‘Lf@ B
oy \z2+y2) 00 o \ 0o \ 90 8y 00\000y))

Of cos? 6 ) 2f cosf O%f 8f281n9c080 cos 6 0%f  cosf 0?
= = 5in 6 nf no — | =
do o tsin ( + o 0000 £l 02 * 0 0000 + o 002
_605208f 082f 2sinfcos 0?f _281n900508i+cos 00%f
0 6@ 00?2 0 0000 02 00 02 0602

Di conseguenza, in coordinate polari

Af:aZf O%f O f 1 0%f 18f_18<8f) 1 9%f

92 "o T 92 T P 000 0de\%00) " & 00

Da tale espressione segue subito che u(x,y) := log (352 + yQ) ¢ soluzione di Au = 0: infatti, in coordinate polari,

u(p,0) = 2log (o), e quindi
10 (Y 1010 (2
000 \%0) " 2007 ~ 00 \%0) ~

SOLUZIONE ESERCIZIO 5.4. Essendo f(t, g(t)) = 0 Vt € R, allora definendo ~(t) € ¢* (R, [R2) come () := (¢, g(t))
si ha 4(t) = (1,4'(t)) e dunque, per la regola di derivazione di funzioni composte, si ha

0= 0= S (0(0) = FIGE) = (V190D 30) = St 0+ F 900
~ Lo+ F g veer
in particolare, essendo g(0) =0, per ¢t =0 si ha gf(() 0) + %(O 0)g'(0) =0 e quindi, se 2‘5(0,0) # 0 allora
of
7(070)
'(0)=-5
! 27(0,0)
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SOLUZIONE ESERCIZIO 5.5.

(G.5}1) Si ha

VF(z,y) = (2ylog (1 + 42y* + sin (2zy)) — e"log (1 + (¢” + y)? + sin (e* + Y)),
2z log (1 + 42*y? + sin (2zy)) — log (1 + (e” +y)? +sin (e +y)))

(5.512) Abbiamo

0 2z 1
y 2 1
J!J(m7y7 Z) = (zeaf 0 e:r:) ) Jf($ay) = _(1+1;é)2 1+x2
1 1
Dalla regola della catena
2z
Y 2
2241 x“+y 0 2zy 1
Jgof(xa y) = Jg(f(xa y))Jf ($) = <(II} +ny)r€1x2+y 0 612+y> - (1+x2)?  14a? =
1 1
2zy 2:Ey(:r2+y) y x24y
= 422 (1422)? 122 T 152

€Y 4 26T g (z 4 y) €Y 4 eV (z 4 y)

SOLUZIONE ESERCIZIO 5.6.

B61) filz,y) =a* — 22" —y* + 2%
Vfii(z,y) = (4:E3 — 4z, 4y —4y3) =(0,0) <= z=0V+ley=0V=+l
dunque abbiamo nove punti critici. La matrice Hessiana e

1222 — 4 0

dunque l'origine € un punto di sella perché

Hyp (0,0) = ( _04 2 )

ha due autovalori di segno discorde; analogamente, sono selle anche i quattro punti (1,1), (1,—1), (=1,1)
e (—1,—1), perché

8 0
Hy (+1,1) = Hy, (+1,-1) = < 0 s >
(1,0) e (—1,0) sono invece due punti di minimo locale, perché
8 0
¢ strettamente definita positiva, mentre (0,1) e (0, —1) sono punti di massimo perché
—4 0

ha entrambi gli autovalori negativi
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B-612) fola,y) =zy (2 +y* —1) e
Vfa(z,y) = (y (m2 +y?— 1) + 222y, x (x2+ y? — 1) + 2xy2) = (y (3372 +y? - 1) T (332 + 3y? — 1))
Vogliamo V fa(x,y) = (0,0): consideriamo i vari casi possibili per i quali cid avviene:

— (z,9) = (0,0)

— Se y =0 ez # 0, si dovra necessariamente avere
0=a2+32-1=2>-1 o z==1

cioe (z,y) = (£1,0)

— Sex=0ey#0
0=3224+y>-1=y>-1 & y==1

ie., (z,y) = (0,£1)
— Se x # 0 e y # 0, dovremo soddisfare

322 +y2—-1=0
2 +32-1=0

sommando membro a membro, otteniamo x? = 32, che sostituita, ad esempio, nella prima equazione,

1 11 1 1
forni =+- indi i ti | £=, = +—,—=
ornisce x 5 © quindi avremo i punti ( 2,2>,< 5 2)

Riassumendo, abbiamo 9 punti critici:

(0,0) (1,0) (-1,0) (0,1) (0,-1)

LIy Ly L 1y 1 1
272 272 27 2 27 2
6xy 322 4+ 32 -1

Hp(@y) = ( 322 + 32 — 1 6y

quindi lorigine, (£2,0) e (0, £2) sono punti di sella perché
0 -1

0 2
Hy,(£1,0) = Hp, (0, 41) = ( 5 0 >

La matrice hessiana ¢

1 1
hanno determinante negativo. I punti (iz, i2> sono di minimo relativo perché

1 1
ha determinante e traccia positiva, mentre (:t, :F> sono di massimo relativo in quanto

[SIES I[N
[SISUNIE

272

11 -3 1
Hp (£, 72 )= 2 2
s(27) (7 )

ha traccia negativa e determinante positivo.
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E39)

(5.614)

(5-65)

(5.616)

f3(z,y) = 23 — 3zy?; Vs(z,y) = (3562 — 3y?, —ny) si annulla solo in (0,0): la matrice Hessiana

6x —6y

¢ identicamente nulla nell’origine, quindi non ci da informazioni: tuttavia, studiando il segno della funzione
notiamo che f3(0,0) = 0 e in ogni intorno dell’origine ci sono sia punti in cui la funzione assume valori posi-

. . 1 L. .. . : . : 11 2
tivi (ad esempio, f3 e 0= E) sia punti in cui assume valori negativi (ad esempio, f3 )= _ﬁ)’
e dunque l'origine non puo essere né un punto di massimo né di minimo relativo.

3

fa(z,y) = 2t — 23siny; Vfa(z,y) = (4x3 — 32%siny, —> cos y) si annulla in tutti i puntiin cui z = 0 e in

3 3 33
quelli in cui cosy=0e z = 1 siny, ovvero nei punti del tipo <4, g + 2k7r> e <—4, 37 + 2k7r>

o) = (

1222 — 6zsiny —3x2cosy
—3z2 cosy x3siny

4’2
37 33 90
Hf4 1’5_'—2]{:71- :Hf4 —1,57['—{—2]{377' = (4) g

Hy,(0,y) = < 8 8 )

non ci da informazioni. Tuttavia, studiando il segno della funzione notiamo che intorno a ogni punto
dell’asse y ci sono sia punti in cui la funzione & positiva sia punti in cui & negativa, dunque sono tutti punti
di sella.

3 33
dunque i punti <4, g + 2k7r) e (—, -+ 2k7r) sono dei minimi perché

mentre

fs(x,y,2) =sin(zyz); Vf(z,y) = (yzcos(zyz), xz cos(xyz), vy cos(zyz)) si annulla in tutti i punti in cui
T

due delle tre coordinate sono nulle e in quelli in cui xyz = 5 + km: i punti del primo tipo sono tutti di sella

perché intorno ad ogni punto per cui zyz = 0 ci sono punti in cui zyz > 0 (con sin(zyz) > 0) e altri in cui

in cui zyz < 0 (con sin(zyz) < 0); i punti in cui zyz = g + 2km sono tutti di massimo assoluto, perché
sin (g + 2k7r) =1 >sin(zyz) VY(z,y,2) €R®

3
e dunque in particolare sono di massimo relativo; analogamente, i punti dove zyz = 57 + 2km sono di

minimo relativo perché

3
sin(zyz) > —1 = sin (277 + 2k‘7r>

I punti stazionari di fg(z,y) = ($2 — 1) (y2 — 1) sono quelli in cui V fg(z,y) = (0,0)

2x(y2—1):0

Vie(z,y) = (22 (y* = 1),2y (2" = 1)) = (0,0) = { 2y (22 —1) =0

Le soluzioni del sistema sono P; = (0,0), P, = (1,1), Ps = (—=1,1), Py = (—1,—1), Ps = (1,—1). Per vedere
se sono punti di massimo o di minimo occorre studiare la matrice hessiana della funzione

2 _ x
e = () )
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nell’origine la matrice hessiana ¢ definita negativa, cioe ha entrambi gli autovalori negativi, perché

H,(0,0) = < _02 _02 >

quindi P; € un punto di massimo. Nei punti P», P la matrice hessiana e

Hyo(1,1) = Hp(—1,-1) = ( 91 3 )

che avendo determinante negativo ha autovalori di segno opposto e quindi P,, P4 non sono di massimo né
di minimo; Nei punti Ps, P5; la matrice hessiana ha la forma

0 —4
Hy(—1,1) = Hy,(1,-1) = ( 40 >
e analogamente i punti P3, P; non sono massimi né minimi.
(.617) fr(z,y) = 2t — 423 + 422 + y* — 2%, 1 punti critici sono quelli che rispettano la condizione V f7(z, y) = (0, 0):

4o — 1222 4+ 8x =0

— (4B 19,2 3_ _
Vir(z,y) = (42 — 122% + 8x,4y” — 4y) = (0,0) < { 4P — 4y = 0

Il sistema ha soluzioni
P, :=(0,0), P, :=(0,-1), P3:=(0,1), Py :=(1,-1), P5:=(1,0)
Pyi= (1,1), Prim (2,-1), By i= (2,0), Py = (2,1)
Studiamo I'hessiana di f(z,y) in questi punti:

1222 + 242 + 8 0
Hf?(x’y) = ( 0 1292 _4 >

— P; non ¢ di massimo né di minimo perche I’hessiana ha autovalori di segno opposto in quanto

H;.(0,0) = ( g _04 )

— P», P3 sono di minimo relativo perche ’hessiana calcolata nei punti ¢ definita positiva, cioe ha entrambi
gli autovalori positivi, perché

8 0
0.0 = (0.1 () ¢ )
— P4, Ps non sono né massimi né minimi in quanto ’hessiana ha autovalori di segno opposto perché
-4 0
Hf7(17 1) = Hf7(1’ 1) = ( 0 8 )
— Pz, Py sono di minimo relativo perche la matrice hessiana ¢ definita positiva dal momento che
8 0

— P5 & di massimo relativo perche ’hessiana ¢ definita negativa, cioé ha entrambi gli autovalori negativi,

Hy, (1,0) = < _04 _04 >

poiché
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(5.6:8)

E89)

— Ps ¢ di minimo perche I’hessiana ha autovalori di segno opposto:

Hyp (2,0) = ( ﬁ _04 >

fs(z,y) = y* — y3 cosz. Cerco i punti di R? che annullino il gradiente

3 .
o 3 a2 B y’sine =0
Vis(z,y) = (y sinz, 4y~ — 3y cosx) = (0,0) { 493 — 3y cosz =0

3
Il sistema ha per soluzioni la retta y = 0 e i punti P, = <k7r, (—1)’“4) Vk € Z. L’hessiana di fs(z,y) €

della forma
y3 cos x 3y sin )

Hy(,y) = < 3y’sinx 12y? — 6y cosx

Nei punti y = 0 la matrice hessiana ¢ la matrice nulla perché

Hyy(2,0) = ( - )

e dunque non si puo dire nulla sulla natura dei punti; tuttavia, lungo la direzione y = 0 la funzione & nulla
e cambia di segno nell’intorno di ognuno di questi punti, dunque nessuno di questi ¢ di massimo né di
minimo locale; nei punti P, ’hessiana e della forma

- 21
Hy, (§+lm,0) - ( e

o O
"

e dunque i punti sono di minimo relativo
fQ(xa Y, Z) = Sin2<myz);

Vfo(z,y, 2) = (2yz cos(zyz) sin(xyz), 2zz cos(zyz) sin(xyz), 2zy cos(zyz) sin(xyz))

km
si annulla in tutti e soli i punti (z,y,2) € R? tali che zyz = - per k € Z; per stabilire quali sono di mas-

simo e quali di minimo & sufficiente notare che, essendo 0 < sin®(zyz) <1, se zyz = kr allora (z,v, 2)

(2k+ 1)

¢ un minimo perché fo(x,y,z) =0 mentre se xyz = il punto (x,y,z) ¢ di massimo perché

f(z,y,2) = 1.
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