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SOLUZIONE ESERCIZIO 4.1.

(4.111) f1(z,y) e differenziabile al di fuori dell’origine, perché rapporto di funzioni differenziabili; nell’origine
la funzione ammette derivate parziali, entrambe nulle, perché, essendo nulla lungo gli assi, si ha
of1 fi(h,0) — £1(0,0) 0-0

—=(0,0) = li =lim — =0
83;(’) o h wso R

Le derivate direzionali non esistono (a meno che non siano lungo direzioni parallele ad uno degli
assi coordinati): infatti

lim fi(th,tk) — f1(0,0) lim t2hk n hk
1 = 1 =
=0+ t t=0% t\/12h? + t2k2 Vh? 4 k2
Inoltre la funzione non ¢ differenziabile nell’origine perché
lim fi(h, k) — £1(0,0) — (V f1(0,0), (h, k)) — lim f(h,k) ~ im hk 20
(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (hk)—=(0,0) VA2 + k2 (hk)—=(0,0) h? + k2

) . 1
perché per h = k questa quantita vale costantemente 3

(4.112) fa(z,y) & chiaramente differenziabile all’infuori dell’origine. In (0,0) ammette derivate parziali
entrambe nulle, perché essendo fo(z,0) =0 = f2(0,y) Vz,y, allora
Jf2(h,0) — f2(0,0) 0-0 _ f2(0,k) — f2(0,0)

Jim, h = Jim =~ = 0=l k

Inoltre, la funzione ha derivate direzionali perché

_ falth,tk) — f2(0,0) . 3hk? _ hk? B seh#0
lim = lim = lim =
0 t t—0 ¢ (t2h? + t4k*) =0 h2 + t2k* 0 seh=0
tuttavia, la funzione non ¢é differenziabile perché
lim f2(h7 k) B f2(0’ 0) — <vf2(07 O)a (ha k)> — lim th
(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (hk)=(0,0) (h2 + k*) Vh? + k2

1
che vale — lungo la direzione h = k.

V2

(4.113) f3(z,y) ammette derivate parziali entrambe nulle in (0,0): infatti

9 h,0) — f3(0,0
f3(2,0)=0 Vo = £(O’O):}li§5f3( )th( )

=0
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mentre

_h i % T f3(07h)_f3(070) T 3 . i .
f3(0,y) = y3 sin <y2> = By (0,0)—}1111% N —}lbli%\/ﬁsm 2 =0

Inoltre, f3 ¢ differenziabile (e quindi ammette derivate direzionali) poiché
ta 1
st (g4 cost 042 sin? 9) < \3/5 0

0 0—0

f3(h, k) = f3(0,0) = (V£3(0,0), (h, k)) ‘ _ 0’ sin (6)
N

dove abbiamo effettuato un passaggio in coordinate polari, (h, k) = (0 cos @, gsin )

(4.114) f, ammette nell’origine derivata parziale solo nella variabile z: infatti

1
dfa N () S
By (00) = fim =5 = limh =0
mentre
h
(8f4> (0,0) = lim VIR = +o00

Quindi la derivata parziale lungo la variabile y non esiste. In particolare, segue che f; non &
differenziabile. Vediamo poi che f; ammette derivate direzionale solo lungo direzioni paralle all’asse
x, i.e. della forma v = (h,0): infatti, se v = (h, k)

8h8 4 t2k2 i f 61,8 1 k2 1

— — lim ¢ t t| (t°h” + +

O (0,0) = 1 g — lim ‘ ‘ ( ) oo sek#0
W/ 0 sek=0

t—0%t t t—0* t

(4.115) f5 ammette derivate parziali nell’origine: infatti

h2_1 2 2 2
dfs . f5(h,0) = f5(0,0) . S —1 e —1-h2 2eM 2 4heh
- =1 —lm " C —im " m 2
gy (00 = lim 7 P A — = i =3
e 8f

5

—(0,0) =0

5y 0

con un conto del tutto analogo al precedente. Inoltre, f5 & differenziabile (e quindi ammette derivate

direzionali) poiché
2
-1 G |
[EN = lim ——— =0

lim o
(hi)0.0) VA2 T RZ  es0 o

2,2
eh™tk" 1

(4.116) Poiché
fﬁ(x7070> - f6(07y70) = f6(0707 Z) =0 Vw,y,z €eR

si ha of of of
6 6 6
—(0,0,0) = =—(0,0,0) = =—(0,0,0) =0
8.’1:( D ) 8y ( ) ) aZ ( y Yy )
Inoltre, fg ammette tutte le derivate direzionali: infatti, se v = (h, k,£) € R?\ {(0,0,0)} si ha
_ 21217.12 2 27,42
Jfs (0,0,0) = Jim f(th, tk, tl) — £(0,0,0) lim t*h*tkt*¢ __ h7kL
ov =0 t t—0 ¢ (t4h* 4 t4k* + t404)  ht 4+ kA 4+ 04

fe non é pero differenziabile: infatti, lungo la direzione h = k = £, si ha

lim fe(h,h,h) — f6(0,0,0) — (V f6(0,0,0), (h, h, h)) I sign(h) n 1

= 1im =
h—s0* |(h, h,h)|| h—0%  34/3 33
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SOLUZIONE ESERCIZIO 4.2. Abbiamo f(g(t)) = e*' log (1 + €?'t?), quindi

if(g(t)) = 2¢? log (1 + €*'t?) + Le‘“(l +t)
de¢ 1 4 e2t¢2
Invece
quindi
26342 24t 2ttt
/ _ t 2t,2 t 5.2t 2t,2
(Vf(g(t),d'(t) = <<26 log 1+ et + 1227 1 +62tt2> . (e ,1)> = 2¢* log (1 + 't )+m (1+1)

Da tali calcoli si deduce allora %f(g(t)) = (Vf(g(t),d'(t)

SOLUZIONE ESERCIZIO 4.3. Ricordiamo che

{xzx(g,@):gcosw) {QIQ(%@/):\/UC“F?J?
y=y(0,0) =psin(d)  |0=0(x,y) = arctan (¥)

Quindi, per la regola di derivazione delle funzioni composte

L) = ((Ltoos(0). 05 (0). Ft0cos(@) . osme)) . (3. 52) ) -

B af . sin (0) Of .
— cos (6) 5 (0cos (6) sin 6)) ~ 7 2 gcos (), osin (0)
poiché
@: x _ ocos (0) — cos (6) %:_ Yy :_sin(ﬁ)
or /22 + 42 0 " Ox x? +y? 0
Analogamente, si ha
do y . 00 x cos (0)
== =sin(), S =-5—5=
dy \/W oy x*+y 0

e quindi

COS (9) %(Q CcoS (9) ) QSin (0))

= sin (6) ‘;J;(gcos (0), 0sin (6)) +

SOLUZIONE ESERCIZIO 4.4.

(4.411) Poniamo
F(x):= /0 f(t)dt
e notiamo che
®(z,y) = F(b(z,y)) — F(a(z,y))

Quindi, se consideriamo, ad y fissato, le applicazioni = — a(z,y) e x — b(x,y), abbiamo (per il
Teorema fondamentale del calcolo)

00 (w0) = e (F(b(a,)) — Flala,y)) = F(b(a,v)) 5o (w9) — fla(v)) g (1)

ox
e, analogamente, considerando (ad x fissato, questa volta), le applicazioni y — a(z,y) e y — b(z,y),
otteniamo
0P 0 Ob oa
=2 (F ~F - C(z,y) - =
5y (1Y) a9 (F(b(z,y)) — Fla(z,y))) f(b(fﬁ,y))ay (z,y) = fla(z,9)) 5 (x,y)
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(4.412) Per il punto precedente, si ha

(c?)i(x, v)=e W), Foay) = MW eos(y)

e quindi
V¥ (z,y) = (e_ cos? () sin(z),e” sin®(v) cog (y))

SOLUZIONE ESERCIZIO 4.5.

(4.5l1) f(x,y) := ¥xy é chiaramente continua, ammette derivate parziali nulle perché & nulla lungo gli assi,
ma non ha le derivate direzionali (ad eccezione delle direzioni degli assi) perché

th, tk) — Vi2hk hk
lim f(th,tk) — £(0,0) _ lim ~ im 3/7:&0
t—0t t t—o0t T t—0* t

[@52) f(x,y) := v/22 + y? & chiaramente continua nell’origine, ma non ammette derivate parziali perché

_ 312
lim f(h,0) = (0,0) = lim —h = lim i =400
h—0* h h—0f h h—0% \3/E

(analogamente non ha l’altra derivata parziale); inoltre, non possiede alcuna derivata direzionale

perché
_ f(thtk) — £(0,0) . 3YRZTRE . S h? 4+ K2
lim = lim —— = lim = +oo
t—0% t t—0% t

t—0t t

(4.5l3) Si considerino la parabola privata dell’origine

A= {(ﬂs,y) cR?

y— x} \ {(0,0)}

e la funzione f(z,y) := x4 ((x,y)); f non & continua nell’origine perché f(z, %) = 1Vz # 0, mentre
£(0,0) = 0. Ammette derivate parziali entrambe nulle perché ¢ identicamente nulla lungo gli assi,
e ha anche le derivate direzionali perché
th,tk) — £(0,0 0
o S, 1) — F(0,0)

=lim-=0
t—0 t t—0 t

dato che per |¢| sufficientemente piccolo si ha f(tz, ty) = 0 (i.e., se |¢| ¢ abbastanza piccolo, (tz,ty) #
(t:v, tzmz), poiché altrimenti si avrebbe y = [t| 2 per tutti i ¢ sufficientemente piccoli in modulo, e
questo & chiaramente assurdo)

(4.5l4) Se A & come nel punto (4.5.4), sia

) Yxy se (x,y) cR2\ A
f(@,y) = {1 se (z,y) € A

¢ discontinua nell’origine perché f(z,z?) = 1z # 0 e f(0,0) = 0, ha derivate parziali nulle perché
¢ identicamente nulla lungo gli assi, ma non ha le derivate direzionali perché

th,tk) — 12 hk
lim f(th,tk) = F(0,0) _ lim Y — lim V) — = oo
t—0+ t t—0+ 1 t—0* t

dato che per |t| sufficientemente piccolo si ha f(tx,ty) = v/t2zy
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