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Soluzione Esercizio 2.1.

(2.1.1) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
non esiste. infatti se x = 0, xy

x2+y2
= 0 mentre lungo la traiettoria x = y si ha

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

(x,y)→0

x2

2x2
=

1

2

(2.1.2) lim
(x,y)→(0,0)

x2y4

x4 + y4
= 0. Infatti osserviamo che:

∣∣∣∣ x2y4

x4 + y4

∣∣∣∣ ≤ x2(y4 + x4)

x4 + y4
= x2 −−−−−−−→

(x,y)→(0,0)
0

(2.1.3) lim
(x,y)→(0,0)

x3y2

x6 + y2
= 0 infatti:

∣∣∣∣ x3y2

x6 + y2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x3(y2 + x6)

x6 + y2

∣∣∣∣ = ∣∣x3∣∣ −−−−−−−→(x,y)→(0,0)
0

(2.1.4) lim
(x,y)→(0,0)

x4y

x8 + 2y2
non esiste. Sia f(x, y) = x4y

x8+2y2
: lungo la traiettoria x = 0 si ha f(0, y) = 0

mentre lungo la traiettoria y = x4 è f(x, x4) = x8

3x8
e limx→0

x8

3x8
= 1

3

(2.1.5) lim
(x,y)→(0,0)

e3x
2
e3y

2 − 1

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

e3x
2+3y2 − 1

x2 + y2
passando in coordinate polari il limite diventa:

lim
%→0

e3%
2 − 1

%2
= 3

(2.1.6) lim
(x,y)→(0,0)

sin
(
4xy

3
2

)
x2 + y2

= 0. Infatti:

∣∣∣∣∣∣
sin
(
4xy

3
2

)
x2 + y2

∣∣∣∣∣∣ ≤ 4 |x| |y|
3
2

x2 + y2
=

4 |x| |y| |y|
1
2

x2 + y2
≤ 4(x2 + y2) |y|

1
2

x2 + y2
= 4
√
|y| −−−→

y→0
0

Soluzione Esercizio 2.2. Notiamo che tutte le funzioni considerate sono continue su R2 \ {(0, 0)}: è
quindi sufficiente stabilire la continuità nell’origine:

(2.2.1) In coordinate polari, abbiamo che

lim
(x,y)→(0,0)

arctan
(
x2 + y2

)
x2 + y2

= lim
%→0

arctan
(
%2
)

%2
t=%2
= lim

t→0

arctan (t)

t
= 1

e quindi f è continua su tutto R2

(2.2.2) ∣∣∣∣∣ sin(x3y)√
x8 + y6

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣x3y∣∣

(x8 + y6)
1
2

=
|x|8·

3
8 |y|6·

1
6

(x8 + y6)
1
2

≤
(
x8 + y6

) 3
8
(
x8 + y6

) 1
6

(x8 + y6)
1
2

=
(
x8 + y6

) 1
24 −−−−−−−→

(x,y)→(0,0)
0
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Soluzione Esercizio 2.3. Abbiamo, per Hölder

∑
n≥1

∣∣∣an
n

∣∣∣ ≤
∑
n≥1
|an|2

 1
2
∑
n≥1

1

n2

 1
2

<∞

Un controesempio si ottiene considerando an = n−
1
4 , come si verifica immediatamente

Soluzione Esercizio 2.4.

(2.4.1) A non è né aperto né chiuso, ha interno vuoto e ∂A =
{

1
n

}
∪ {0}. A′ è chiuso, ha interno vuoto e

coincide con la sua frontiera

(2.4.2) B non è né aperto né chiuso, Int (B) =
{
x2 + y2 < 1, x > 0, y > 0

}
e

∂B = ([0, 1]× {0}) ∪ ({0} × [0, 1]) ∪
{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣x2 + y2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0

}
(cfr. Figura 1)

Figura 1: L’insieme B

(2.4.3) C è aperto, quindi Int (C) = C e ∂C =

{
(x, y) ∈ R× R+

∣∣∣∣y = 1
x

}
(cfr. Figura (2))

(2.4.4) D non è né aperto né chiuso, Int(D) =

{
(x, y)

∣∣∣∣1 < x2 + y2 < 2

}
e ∂D =

{
x2 + y2 = 1

}
∪
{
x2 + y2 = 2

}
(cfr. Figura (3))

(2.4.5) E è chiuso, Int(E) = {0 < x < 1} e ∂E = {x = 0} ∪ {x = 1} ∪ {(π, π)}

Soluzione Esercizio 2.5. Sia {fn} ⊂M tale che ||f − fn|| → 0, cioé ∀ε > 0,∃N : ||f − fn|| < ε ∀n ≥
N , i.e. supx∈[0,1] |f(x)− fn(x)| < ε, e quindi |f(x)− fn(x)| ≤ ε ∀x ∈ [0, 1], e quindi

− ε+ fn(x) < f(x) < ε+ fn(x) (2.1)

Integrando la (2.1) tra 0 e 1
2 otteniamo

− ε

2
+

∫ 1
2

0
fn(x)dx ≤

∫ 1
2

0
f(x)dx ≤

∫ 1
2

0
fn(x)dx+

ε

2
(2.2)
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Figura 2: L’insieme C

Figura 3: L’insieme D

mentre integrando tra 1
2 e 1 si ha

− ε

2
+

∫ 1

1
2

fn(x)dx ≤
∫ 1

1
2

f(x)dx ≤
∫ 1

1
2

fn(x)dx+
ε

2
(2.3)

Sottraendo membro a membro la (2.2) con la (2.3) otteniamo

1 = Tfn ≤ Tf ≤ Tfn = 1

i.e. Tf = 1. Quindi M è chiuso

Soluzione Esercizio 2.6.
Prima di tutto, notiamo che Dγ,τ ∩Q = ∅, e quindi Int (Dγ,τ ) = ∅: altrimenti, Dγ,τ conterrebbe una palla
aperta che a sua volta contiene in particolare numeri razionali.
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Figura 4: L’insieme E (naturalmente, la striscia verticale si estende all’infinito)

Proviamo ora che Dγ,τ è chiuso, i.e. che se {ωn} ⊂ Dγ,τ è t.c. ωn −−−→
n→∞

ω ∈ R, allora ω ∈ Dγ,τ . Infatti,

∀ε > 0 ∃N > 0 t.c. |ωn − ω| < ε ∀n > N . Allora, presi (p, q) ∈ Z× N+∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ω − ωn + ωn −
p

q

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(ωn − p

q

)
− (ωn − ω)

∣∣∣∣ ≥
≥
∣∣∣∣∣∣∣∣ωn − p

q

∣∣∣∣− |ωn − ω|∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ γqτ − ε
∣∣∣∣

data l’arbitrarietà di ε, si ha la tesi
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