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Esercizio 2.1. Calcolare (se esistono) i seguenti limiti:

(2.1.1) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2

(2.1.2) lim
(x,y)→(0,0)

x2y4

x4 + y4

(2.1.3) lim
(x,y)→(0,0)

x3y2

x6 + y2

(2.1.4) lim
(x,y)→(0,0)

x4y

x8 + 2y2

(2.1.5) lim
(x,y)→(0,0)

e3x
2

e3y
2 − 1

x2 + y2

(2.1.6) lim
(x,y)→(0,0)

sin
(
4xy

3
2

)
x2 + y2

Esercizio 2.2. Discutere la continuità delle seguenti funzioni (definite su tutto R2)

(2.2.1) f(x, y) :=

{
arctan(x2+y2)

x2+y2 se (x, y) 6= (0, 0)

1 se (x, y) = (0, 0)
(2.2.2) f(x, y) :=


sin(x3y)√
x8+y6

se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)

Esercizio 2.3. Ricordando la disuguaglianza di Hölder

1

p
+

1

q
= 1 p, q ∈ [1,∞] , {xn} ∈ `p, {yn} ∈ `q ⇒

∑
n≥1

|xnyn| ≤

∑
n≥1

|xn|p
 1

p
∑
n≥1

|yn|q
 1

q

provare che se {an} ∈ `2, allora
∑
n≥1

∣∣∣an
n

∣∣∣ <∞. Provare anche che il viceversa non è vero, i.e. che
∑
n≥1

∣∣∣an
n

∣∣∣ <∞ non

implica {an} ∈ `2

Esercizio 2.4. Disegnare i seguenti insiemi, verificare se sono aperti o chiusi e determinarne interno e frontiera

(2.4.1) A :=

{
1

n

}
n∈N+

⊂ R e A′ := {0}∪
{
1

n

}
n∈N+

⊂ R

(2.4.2) B :=

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣x2 + y2 < 1, x ≥ 0, y ≥ 0

}
(2.4.3) C :=

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣y > 1

x
, x > 0

}

(2.4.4) D :=

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣1 ≤ x2 + y2 < 2

}

(2.4.5) E :=

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣0 ≤ x ≤ 1, y ∈ R
}
∪ {(π, π)}

Esercizio 2.5. Si consideri lo spazio C := (C ([0, 1] , [0, 1]) , ||·||), dove ||·|| := ||·||∞ e ||·||∞ è l’usuale norma
dell’estremo superiore (||f ||∞ := supx∈[0,1] |f(x)|). Si definisca l’operatore

T : C −→ R

f 7→
∫ 1

2

0

f(x)dx−
∫ 1

1
2

f(x)dx

e si ponga

M :=

{
f ∈ C

∣∣∣∣Tf = 1

}
Provare che M è chiuso in C
Esercizio 2.6. (facoltativo) Siano γ > 0, τ > 1. Provare che l’insieme dei reali (γ, τ)-diofantei

Dγ,τ :=

{
ω ∈ R

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ ≥ γ

qτ
∀ (p, q) ∈ Z× N+

}
è chiuso e che Int (Dγ,τ ) = ∅ (si può assumere Dγ,τ 6= ∅)
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