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Tutorato 1: Spazi metrici

SOLUZIONE ESERCIZIO 1.1. Supponiamo g = oo: se z,, & ¢ allora ovviamente [z[/o < ||z, = +00, se
invece x € ? allora x(k) = 0 e dunque ||z|| = sup |z(k)| = |z (k)| per k € N opportuno e dunque
o0 keN
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Se invece ¢ < 400 allora
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Dunque, ||z, < 400 = ||zl < |lz]l, < +00 V1 < p < g < o0, cioe z € P = z € (1.

SOLUZIONE ESERCIZIO 1.2. Abbiamo
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Poiché ||zy||; —— 0, x,, converge a 0 in £y
n—oo

. . . A
Invece, x,, non converge in £;: infatti, se per assurdo 3z € ¢! t.c. z,, —— x, allora
n—oo

e —2lly < flan —zlly —= 0

e quindi &, —— x anche in ¢3. Ma allora, poiché il limite in £5 & unico, si dovrebbe avere z = 0, che ¢
n—oo
assurdo perché allora
znlly = [lzn — 2|l ——0
n—oo

mentre abbiamo visto che )

lzlly = —*—= ——1

contraddizione. Il fatto che le due norme non sono equivalenti segue immediatamente dalla definizione

. . 1 sen=
SOLUZIONE EsercizIO 1.3. Ricordiamo che x, (k) = { 0 sen k Quindi
1
P
(1.3.1) @, € P V1 < p < oo perché ||z, |00 = sup |z (k)] = 1 e [|lzn], = (Z |20 (K ) = (1P)r = 1.
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(1.3.2) z, ¢ una successione limitata in # V1 < p < oo perché, per quanto visto al punto precedente,

sup ||zpllp =1 < 400 V1 < p < 0.
neN

(1.3.3) =, non ha sottosuccessioni convergenti in /¥ per alcun 1 < p < oo perché non ha sottosuccessioni di

Cauchy, in quanto n # m implica

1 sek=n
(xn —xm)(k) =< -1 sek=m
0 sen#k#m

1
?P 5P <%0 quindi ||z — zml, - 0 per n,m — 0o, n #m.

e dunque ||z, — Zpl|p = { e p— o0

SOLUZIONE ESERCIZIO 1.4.

|z +yl]> = (& +y, 2 +y) = (v,2) + (y,y) + 2 (2,y) = ||z[|* + [|y||*, poich¢ (z,y) =0

SOLUZIONE ESERCIZIO 1.5.
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SOLUZIONE ESERCIZIO 1.6.

“=" Sia A un aperto di R™; allora Vy € A si ha che B:(y) C A, in particolare se y = f(z¢) per qualche
xo € R"™. Poi, se f ¢ continua, allora ||z — xo|| < d = || f(x) — f(zo)|| < e, cioe¢ f(Bs(xo)) C B:(f(x0)) C A,
ovvero Bs(zo) C f1(A), cioé f71(A) ¢ aperto, essendo zq arbitrario.

“<” Siaxo € R™; allora B.(f(x0)) & aperto in R™ e dunque f~(B.(f(z0))) ¢ aperto, cioé Va € f~1(B.(f(x0)))
36 > 0t.c. Bs(zo) C f~H(B=(f(x0))), maallora f(Bs(xo)) C Bo(f(20)), cioé f ¢ continua in 29, ma essendo
xg arbitrario, concludiamo che f & continua.



