AM210: Tracce delle lezioni- IX Settimana
SVILUPPI IN SERIE DI FOURIER
Polinomi e serie trigonometriche Dati ag,a,,b, € R, possiamo loro

associare il polinomio trigonometrico

N
Py(t) :==ao+ > (amcosnt + b,sinnt) t€R (1)

n=1

che, posto ¢y = ag, ¢, = %(an —ib,)sen>1ec_, =¢, = a, +ib, si scrive anche
N .
Py(t)= > c,e™ teR (2)
n=—N

Pit in generale, i ¢, in (2) potranno essere arbitrari numeri complessi e Py sard
reale se e solo se c_,, = G,.
Se Y% len] < oo, allora Y20 ¢,2" converge, uniformemente, per |z| < 1. In

n=—oo

particolare ¢ definita la funzione o serie trigonometrica

f() = i cpe™ Vte R (3)

n=—oo

In quanto limite uniforme, f é continua, ed inoltre f é 2m-periodica: f € Cs (R, C).
In generale, f é a valori complessi; f é a valori reali se e solo se c_,, = ¢,. Si ha:

1 7 A
— / f(t)e ™dt =
27T_7T

=& [ (SR cadE)dt= L5 o [ et =c, YneZ

perché, dato che la convergenza in (3) é uniforme, si pud integrare termine a termine;

inoltre [em=mtdt =0 se n#m, [&Mt=2r se n=m.
—T —T
Dunque, la somma di una serie trigonometrica f(t) := 320 __ ¢,e™ si pud scrivere

n=—oo

< (1 7 4 .
ft)y= > (%_/ f(t)emtdt) et
Definizione (coefficenti di Fourier). Data f € Cy:(R, C), restano definiti

. 1 7 .
fn = Py / f(t)e "dt neZz (coefficenti di Fourier ) di f
77
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Definizione (serie di Fourier). Data f € (5, (R, C)
S fue™ é serie di Fourier di f

NOTA: in generale tale serie non convergera, neppure puntualmente!
NOTA: se f € Co:(R), i suoi coefficenti di Fourier sono complessi coniugati, e quindi
la serie di Fourier associata é reale:

i fnemt: ( /f cos(nt) dt+—/f ) sin(nt) dt) (cosnt—isinnt) =

n=—oo n=—oo

oD l( }r f(t) cos(nt) dt) cosnt + ( }r f(t)sin(nt) dt) sin nt] +

—T —T

LY [(}r f(t) cos(nt) dt) sinnt — (}T f(t)sin(nt) dt) cos nt] =

21 / t)dt —|— - ; (/ f(t) cos(nt) dt) cosnt + (/ﬂ f(t)sin(nt) dt) sin nt

La f si dice sviluppabile in serie di Fourier se la sua serie di Fourier converge e
i fae™ V¥V teR

Teorema 1. f e Cy,, >°° ]fn\ < oo = f € somma (uniforme) della propria

n=—odo
serie di Fourier.

La ragione é che Y% |ful <o = g(t) =2 f.e™  éin Oy, ed
ha gli stessi coefficenti di Fourier di f. La conclusione viene dal

Principio di identita. Siano f,g € Csy;. Se fn =30, Vn €Z, allora f =g.
Il Principio di Identitd é, a sua volta, conseguenza del (gid provato!)

Lemma di densita. Data f € (s, esiste una successione di polinomi trigono-
metrici P, convergente uniformemente a f in R.

Deduciamo il Principio di Identitd dal Lemma di Densitd .
Basta provare che f, =0 Vn€Z= f=0. SiaPy=YN

n=—

N cne™. Allora

s N -
0=fn= /f(t)e—i”tdt VneEZ = 2r<[f,Pyv>= )Y & / femint =
-7 n=—N .



Sia ora Py, N € N successione di polinomi trigonometrici convergente uniforme-
mente a f: fa=0 YneZ/|Pyv—flloo ?Nostc 0 =

oszPthe/Wff:/ﬂ\fy?dt = f=0

Teorema 2. Ogni f € C3_ € sviluppabile in serie di Fourier.

ove f € C} (R,C) & Rf,Sf € C3.(R) e f:= (Rf) +4(Sf)". Premettiamo
due proprieta dei coefficenti di Fourier:

Proposizione Sia f € C1_. Allora f, = —if’n VneZ
Infatti, per periodicitd, 0= f (f(t)e ™) dt = f'. —in f,

Diseguaglianza di Bessel. Sia f € Cy,. Allora

e R 1 7r
> Ul < 5o [Ir@ra
n=—00 7'('777
N N
Prova Sia Py = Y. f,e™. Da Pitagora, |Pyl3= > |ful? mentre
n=—N n=—N

< f,Py> 1]f§jf‘tdt 1fjf/7rf"’”t 1%713 %!f?
= 5 ne'” = 5 n € = 5 nJn — n
o 27]-, n=—N 2 n=—N 2 n=—N n=—N

e quindi, usando Cauchy-Schwartz | Pxll3 =< f, Pn >< || fll2 |Px]l2-

Prova del Teorema 2. Dalla Proposizione, Cauchy-Schwartz e Bessel,

1 1 -
00 N © 1 . ) 1\2 00 ~ 3
> U= 3 i< (X ) (S IRE) <c [irope
Basta ora applicare il Teorema 1.
Coefficenti e serie di Fourier per funzioni discontinue. Sia LI, lo spazio

vettoriale sui complessi delle funzioni f : R — C che sono 27 periodiche, limitate e
tali che Rf e S f siano integrabili in [—m, 7]. In LI, sono definiti il prodotto scalare

K
< f,g >= 5= [ fgdt e la associata norma ||f||} =< f,f > . Continuano



(ovviamente) a valere Cauchy-Schwartz e Pitagora.
Sono ugualmente definiti i coefficenti di Fourier di una f € LI5,, dati da

R 1 7 ,
fo = 27r/ f(t)e "dt neZz

Anche in questo ambito pitd generale continua a valere la diseguaglianza di Bessel:

[e'9) . 1 7r
S RP <o [If0Pd Vf € L
it 27r_7r
Convergenza puntuale nelle serie di Fourier: il criterio di Dini. Sia f € Liy,.

La serie di Fourier di f converge a f in tutti i punti 7 € [—m, 7| tali che

36 =6(7) : sup fle+7) = f() < 00
|t<6 t
OVVero flr) =% fein in tutti i punti 7 attorno ai quali il rapporto

incrementale rimane limitato.

Prova del Teorema 2. Sostituendo eventualmente f con f(t+7)— f(7) possiamo
supporre che 7 =0, f(0) = 0, che @ sia limitata in [0, §] e provare che

o =0=3% f

Scriviamo
0= g = pwe - P
La funzione F(t) é continua in ¢ # 0 e limitata anche attorno a zero, perché F(t) =

t t) s oqs s . .
% m e %) ¢é limitata per ipotesi mentre

é quindi anche lei limitata. Ma

t _ 2t
cost+isint—1 ~  t2+isint

2
—¢—0 3 ed

™

| . . 1 7 1 7 ) )
= et — F fmtdt _ 7/F 71(n71)tdt_ 7/F —int _ Fn, . Fn
J 27r/[ ‘ e 27 ¢ 27 ‘ !
Dunque,
N N N N N . R
an: Z[anl_Fn]:Ffol_FN—)NO
n=—N n=—N

perché, per la diseguaglianza di Bessel, > |F,[? < 2= [ |F(t)[?dt < oo e quindi

Fn _>|n\—>oo 07



SPAZI METRICI ED IL TEOREMA DELLE CONTRAZIONI
Ricordiamo che si dice metrica, o distanza su X una funzione
d: X xX —=>R tale che

(i) d(z,y)>0 Ve,ye X e dzy)=0 < z=y
(i) d(r,y) =d(y,z) Vo,yeX
(ili)) d(z,z) < d(a: y)+d(y,z) Vr,y,z € X (diseguaglianza triangolare)

La coppia (X, d) si chiama spazio metrico. Se A C X, d|, é metrica (indotta) su A.
Sia V' spazio vettoriale (su R o C) e p:V — R; p é una norma su V' se

i) plz)>0 VzeV e p(x)=0<2=0
(i) p(t x) |t|p( ) VteR,Vz eV e
(i) plzr+y) <plz)+ply) Ve,yeV diseguaglianza triangolare

SPAZI METRICI COMPLETI, SPAZI DI BANACH
Una successione z,, in uno spazio metrico (X, d) si dice di Cauchy se
Ve >0 dn,: Ay, zm) <€ Yn,m > n,

(X, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy in X é convergente in X.

(VI si dice di Banach se, come spazio metrico, é completo:

z, €V, ||xy — x| < €epern,mgrandi = JzxeV: |x,—z| —,0.
ESEMPI. 1. Un sottoinsieme chiuso di uno spazio metrico completo é completo
(per la metrica indotta).

2. R™, munito della norma euclidea, é un Banach.

3. Sia K C R™ compatto. C(K,R™), con ||f|lcc =sup||f(x)| ¢ un Banach.
zeK

Prova. Siccome f,, — f uniformemente ( f, = ((fu)1, .-+, (fu)m), f=(f1,.--, fm))
seesolose (f,); — fi Vi=1,...,m uniformemente, basta provarlo nel cason = 1.

Ora, f, é di Cauchy in C(K, R) &

Ve>0,dIn.: nym>n. = sup|fu(z) — f(x)] <€
zeK



Dunque, se f, é di Cauchy in C(K,R), per ogni fissato = in K, la successione
n — fn(x) é di Cauchy, e quindi f(z) := lim, o fn(x) esiste finito per ogni x in K.
Poi, Ve > 0, dn, :

() = f(2)] < [fu(@) = frsp (@) + [ frip(@) = f(2)] < €[ frpp(x) = f(2)| Vo € K

se n > n. e quale che sia p € N. Fissato n > n. e mandando p all’infinito in
|fu(z) — f(2)| < €+ | frip(x) — f(2)| Vo € K siottiene | f,(z) — f(z)] <e Vo e K
e per ogni n > n, cioé f, converge uniformemente ad f, ovvero || f, — flloo —n 0.

4. Come in 4., segue che lo spazio dei ‘'cammini continui’ £ := C([a,b], R™) mu-

nito della norma della convergenza uniforme  [|v||o := max lv@)]  ove |lv(®)]?

™ [i(t)]? é spazio di Banach.

b
5. C([a,b],R), munito della norma  ||f]|y := [|f(¢)|dt non é completo.

. 1
Infatti, se f,(z) := |x|=signz, = € [—1,1], risulta [ |f,(x) — signz|dz —, 0 e
“1
quindi f, é di Cauchy in (C([a,b],R),||.||1), ma non esiste g € C([a,b],R) tale che
1 1
| fn—gll1 —n=. Per tale g sarebbe 6] lg(z)—1| < g’ \9(x)— fru(z)|+] fr(z)—1|dx —, 0,

e quindi, essendo g continua, sarebbe g(z) = 1 Vz € [, 1] e, analogamente,
g(xr) = -1 Vax € [-1,—0]. Dunque g non pué essere continua (in zero).
IL TEOREMA DELLE CONTRAZIONI

Sia (X, d) spazio metrico completo, C' C X chiuso. Sia T : X — X. Se
i) T(C)cC
(i) Jke(0,1): d(Tz,Ty) <d(z,y) VYax,yeC (T ¢éuna’contrazione’)
allora JzeC: Tr==x
Unicita: Tex=2z, Ty=y = x=uy. Infatti,

d(xz,y) =d(Tz,Ty) < kd(x,y) = d(z,y)=0 perché k€ (0,1).

Esistenza. Sia xy € C. Consideriamo la successione definita per ricorrenza

ry:=Try, x9:=Tx1, ..., Tpi:=Tz,



Basta provare che x, é di Cauchy, perché allora, per completezza, esiste x tale
che x,, — = con x € C perché C é chiuso.  Per continuitd =z, =Tz, —, Tx.
Siccome é anche z,,41 — v avremo x =Tz  (unicita del limite).

’

Proviamo dunque che x,, é di Cauchy. E
d(ze,x1) = d(Txy, Txo) < kd(x1,x0)
Ugualmente, d(z3,12) = d(Txy, Txy) < kd(zo, 1) < k?d(x1,70). Iterando,
d(xpi1, ) = d(Txn, Try 1) < kd(zp, 0, ) < k"d(x1,20) VN

Dunque A(Tpipr1, Tn) < d(Tpspi1, Togp) + o F d(Tpy1, 1) <

< {k"“’ +...+ k"} d(zy, ) < k"

Z k]] d(l'l, iL‘o) —n 0
=0

UN ESEMPIO. f € CY(R,R) tale che |f'(z)| < L <1 VzeR.

ESEMPI COMPLEMENTI ED ESERCIZI

ESEMPI

1. P:={z:N—=>R| X |z(n)]? < +o0} é, se p > 1, il sottospazio (lineare)
n=1
di [*° delle successioni di potenza p-esima sommabile. Una norma su [P é

p

el = | X bt

Per vedere che ||.||, é effettivamente una norma basta verificare la diseguaglianza
triangolare. Intanto, vale la diseguaglianza di Holder: se p,q > 1, % + % allora

1 1
> latn) ol < S| [ S| voer yer
n=1 n=1 n=1

Infatti, dalla diseguaglianza di convessita

p,q>1, %+$:1 = |xy]§%+% Vz,y € R,



segue

x 1 P11 q — 1 1
||J7||p ||?J||q b ||x||17 q ||y||q

||$||p lyll,  ~p o«
Siccome ¢ = ﬁ, da Holder deduciamo che

bt + w0 < (85 o0+ ) (55 10 o0 <

(f: 2(n) + y<n>|p) " el + (Z 2(n) + y<n>|p) 7 ol

cioé la diseguaglianza triangolare, qui anche detta diseguaglianza di Minkowskii.

e quindi

2. (la funzione ’distanza da un punto’ é continua) Fissato zy € X spazio
metrico, la funzione ’distanza da x’,

ds, : X - R, dyo(x) == d(x, z0)

é Lipschitziana (e quindi continua ) perché
d(‘Ta J;0) < d(ZE, y) + d<x07 y)7 d(ya l’(]) < d((l}7 y) + d(l’, .730) =

|d(£l§, 33'0) - d(ya 1130)’ < d(x>y)

In particolare ci6 implica che B,.(zg) := {z € X : d () = d(z,z9) < 1}
("palla chiusa’ di centro xg e raggio r > 0 ) é un insieme chiuso, grazie alla seguente
proprieta: se X,Y sono spazi metrici e f: X — Y é continua , allora

O C Y aperto, F' CY chiuso = f~(O) é aperto e f~!(F) é chiuso

Infatti z,, € f~Y(F),z, =nx = f(x,) € Fe f(x,) =, f(x) = x € fYF) cioé
J7Y(F) é chiuso. L’altra affermazione segue dal fatto che [f~1(O)]¢ = f~1(O°).

b
3 (diseguaglianza di Cauchy-Schwartz). b(f,g) = [ f(t)g(t)dt é un
prodotto scalare in C([a,b], R) e vale quindi la diseguaglianza di Cauchy-Schwartz

\/f(t)g<t)dtl < (/!f(t)y%zt) (/\g(m?dt)

a
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1
2

b
Inoltre, C'([a, b], R), munito della norma || f|s = (f |f(t)|2dt> non é completo.

4 (diseguaglianza di Holder). Vale la piu generale diseguaglianza di
Holder: se p,qg>1e 11; + % =1, allora

1

( / \g(tﬂth) ¥f,g € C(la,},R)

a

B =

b

| / f()gt)dt| < ( / | f(t)]pdt)

a

5. [P, p>1écompleto.
6. [*° é completo.

7: (lo spazio C2:(R,C)) Sia Cy, lo spazio vettoriale su C delle funzioni
f : R — C continue e 27 periodiche. Allora || f||o := sup |f(¢)| é una norma su Co,
teR

che, munito di tale norma, risulta completo.

1
2

Inoltre, || f]l2 = (}r |f(t)|2dt> ¢ una norma su Cy, e vale Cauchy-Schwartz:

| [ F)gtEar < (/ rf<t>\2dt) (/ \g(t>!2dt)

ESERCIZI
1. La chiusura di /' in [® é ¢y := {z € [®| x(n) —, 0}.

Infatti ¢ € chiuso perchése x; € ¢y e ||z;— | —; 0 ovvero sup |z;(n)—z(n)| <€
n

per j > je allora |z(n)| < |z(n) —z; (n)| + |z;,(n)| < e+|z;.(n)| < 2esen é tale che
|z;.(n)| < e ovvero per tutti gli n abbastanza grandi e quindi x € ¢y. Ma se x € ¢
exz;(n):=x(n)sen <jexjn)=0sen>j, allora ||z — x;||o = sup |z(n)| —; 0.
n>j
2. Siae; :j — 04,1, € N. Sia X la varieta lineare generata dagli e;.
Provare che la chiusura di X in [* é ¢,.

3. Sia X come in 2. Provare che X é densa in [” per ogni p.



Infatti, se z € co, sia z, := Xj_; 2(j)e;. Allora ||z — 2, |00 = sup|z(j)| —n 0.
ji>n
Poi, dato x € IP, se x,, := X7 w(j)e;, allora ||z — 2, ||P = X5, [2(f)[P —n 0.

4. Sia E = C([a,b],R) dotato dell norma |||l = sup |f(z)].

z€[a,b])
Provare che la funzione (lineare in f € C(]a,b]))
b
Uf) = [ fla)da
¢ definita su F ed é continua da £ ad R.
5. (i) Provare che Cy(R) dotato della norma della convergenza uniforme

| fllooc = sup, |f(x)| non é completo.
Provare poi che V := {f € C(R) :  f(z) —|s»x 0} dotato della norma della
convergenza uniforme é completo, e che Cy(R) é denso in V.

(ii) Provare che C§°(R) dotato della norma della convergenza in media ||f||; =
Jr |f()|dt non é completo.
Provare che ||.||; non é una norma su V.
Provare che ||.||; ¢ una normain W:={f € C(R): [g|f| < oo} e che W, dotato
di tale norma, non é completo.

6. Sia ke C([a,b] x [¢,d]). Per ogni f € ¢([a,b]) la funzione

(TH)() = [ k(a,t)f (@)do

é, in virtu del teorema sugli integrali dipendenti da parametro, una funzione continua
in [¢,d]. Inoltre

ITf=Tgllw = sup | [ k(z,t)[f(x) = g(x)]dx| < ( sup |k(ff,t)|> 1 = 9llos

(z,t)€la,b] x[c,d])

Dunque T é una funzione (lineare) e Lipschitziana (e quindi continua) da C([a, b], R)
a C([c,d], R) dotati della norma della convergenza uniforme.
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