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Il 6 Dicembre 1917 la Finlandia dichiara l’indipendenza dalla Russia

1. Siano 0 < α < β < +∞. Dimostrare che per qualche k > 0 si ha:⋃
k≥1

(kα, kβ) ⊇ [K,+∞)

Suggerimento: Dimostrare che per k grande si ha: (n− 1)β > nα

(a) Sia G ⊆ (0,+∞) un aperto illimitato. Si ponga allora:

D = {x : x ∈ (0,+∞) : kx ∈ G infinite volte}

Si dimostri che:

D =
⋂
k≥1

⋃
n≥k

{x ∈ (0,+∞) : nx ∈ G}

(b) Usando il punto precedente dimostrare che D è una intersezione
numerabile di aperti.

2. Sia f ∈ C ([0,+∞) ,R) e si ponga:

g(x) = supx∈[0,x)|f(x)|

Dimostrare che:

(a) g(x) è continua.

(b) Se f(x) è uniformemente continua allora g(x) é uniformemente con-
tinua.

(c) Se f(x) é monotona crescente e non negativa allora f(x) = g(x) per
ogni x.

3. Un punto p in uno spazio metrico X é detto di condensazione per un insie-
me E se ogni palla B (p, ε) contiene non numerabili punti di E. Siano ora
A ⊆ R un insieme non numerabile e P l’insieme dei punti di condensazione
di A.

(a) Si consideri l’insieme delle palle
(
q − 1

n , q + 1
n

)
= B

(
q, 1

n

)
al variare

di q ∈ Q e n ∈ N. Dimostrare che tale insieme è numerabile.

(b) Dimostrare che ogni aperto di R è unione di palle di cui sopra.
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(c) Si definisca

W =
⋃
n≥1

{
B

(
q,

1

n

)
: q ∈ Q, n ∈ N A ∩B

(
q,

1

n

)
≤ ]N

}
Dimostrare allora che P = Wc

(d) Usando il punto sopra dimostrare che P è chiuso e che ogni punto di
P è di accumulazione per P.

Suggerimento: SeP avesse un punto isolato in x allora si avrebbe: (B (x, ε) \ {x}) ⊆
W

4. Siano A1, A2, ... dei sottoinsiemi di uno spazio metrico X.

(a) Se Γn =
⋃n

i=1Ai dimostrare che Γn =
⋃n

i=1Ai

(b) Se Γn =
⋃+∞

i=1 Ai dimostrare che Γ ⊇
⋃n

i=1Ai

5. Dare un esempio di un ricoprimento aperto di (0, 1) che non ammetta
sottoricoprimenti finiti.

6. Sia E l’insieme dei numeri reali di [0, 1] la cui esapansione decimale con-
tiene solo 4 e 7. Dimostrare che E non è numerabile.
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