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1. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia E ⊆ X. Diciamo che x é un punto
interno ad E se esiste r > 0 tale che B(x, r) ⊆ E. Sia E̊ la collezione di
tutti i punti interni ad E.

(a) Dimostrare che E̊ é sempre aperto

(b) Dimostare che E é aperto se e solo se E̊ = E

(c) Se G ⊆ E, e G é aperto, dimostrare che G ⊆ E̊

(d) Dimostrare che il complemento di E̊ é la chiusura del complemento
di E

(e) É vero che E e Ē hanno sempre lo stesso interno?

(f) É vero che E e E̊ hanno sempre la stessa chiusura?

2. Si condisideri lo spazio C0 delle successioni {xi}i≥1 di reali tali che
limi→+∞ xi −→ 0. Si dimostri che le due funzioni su C0×C0 δ e ρ definite
da:

δ
(
{xi}i≥1 , {yi}i≥1

)
= supi≥1|xi − yi|

ρ ({xi} , {yi}) =
∑
i≥1

|xi − yi|
2i

sono distanze. Si dimostri inoltre che se la successione di C0 {xni }i≥1
converge alla successione {xi}i≥1 nella metrica δ, allora converge sempre
alla successione {xi}i≥1 nella metrica ρ. Si dimostri al contrario, che la
convergenza nella metrica ρ non implica la convergenza nella metrica δ.
Si dimostri infine che esistono successioni di Cauchy nella metrica ρ che
non convergono in C0

Suggerimento: Considerare xni =

{
0 i 6= n

1 i = n

3. Un intorno di un punto é un insieme che contiene un aperto che contiene
quel punto. Si dimostri che uno spazio metrico é uno spazio di Hausdorff:
in altre parole, dati due punti x 6= y, esiste un intorno Ux di x e un intorno
Uy di y tali che Ux ∩ Uy = ∅.
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