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1. Dimostrare che, per ogni n ∈ N, il numero reale
√
n é necessariamente o

un numero intero oppure un numero irrazionale.

Suggerimento: ragionare per assurdo come nel caso di
√
2 visto a lezione.

2. Dimostrare che, per ogni n ∈ N,
√
4n− 1 é un numero irrazionale.

Suggerimento: Considerare l’equazione a2 = 4n− 1 nei due casi: a pari e
a dispari.

3. Sia x ∈ R un dato numero fissato; dimostrare che se x12 ∈ Q e x7 ∈ Q
allora x ∈ Q.

Suggerimento: Dimostrare prima che x5 è razionale ( 5 = 12− 7); poi che
x2 è razionale (2 = 7− 5) e cercare di raggiungere 1.

4. Determinare Sup e Inf dei seguenti insiemi e specificare se essi sono
massimi o minimi:

(a) {∣∣∣∣5− nn+ 3

∣∣∣∣ : n ∈ N
}

(b) {
(−1)n

1 + n2
: n ∈ N

}
(c) {

1

1 + x2
: x ∈ R

}
5. Siano α, β ∈ R tali che α > 0 e β > 0. Dimostrare che:

2αβ

α+ β
≤
√
αβ ≤ α+ β

2

(a) Utilizzando la relazione sopra dimostrare che tra tutti i rettangoli di
perimetro fissato, il quadrato ha area massima.

(b) Utilizzando la relazione sopra dimostrare che tra tutti i rettangoli di
area fissata, il quadrato ha perimetrimo minimo.

6. Dimostrare che l’insieme A =
{
x ∈ Q : x3 < 2

}
non ammette estremo

superiore in Q
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