ST410- Esame 3-2-2011 (Orlandi)

Esercizio 1 (16 punti)
Sia (X1,...,X,) un campione estratto da = f(z,6) = 027" 'x(o1)(x), 6 > 0.

) Determinare lo stimatore 7' di % con il metodo della massima verosimiglianza.

) Determinare se lo stimatore trovato é o non ¢é distorto.

) Si determini la distribuzione di T

) Determinare 1’ errore quadratico medio.

) Si consideri la successione degli stimatori T, al variare della lunghezza del
campione n, {1, },. Si dica cosa si intende per successione di stimatori sem-
plicemente consistenti e si verifichi che {T},}, lo sia.

(6) Si definisca cosa si intende per statistica sufficiente. E T una statistica suffi-

ciente?

(7) E T un UMVUE ( stimatore non distorto a varianza uniformemente minina).

(8) Determinare con la disuguaglianza di Cramer -Rao il limite inferiore della

varianza di T’

(1
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(3
(4
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Soluzione Per determinare lo stimatore T' di 6 con il metodo della massima verosimiglianzalj
si consideri la funzione di verosimiglianza

F(zy,...,2,;0) H Z- X(o 1 ( ﬂfz))
=1

Per determinare il massimo di F(z1,...,x,;0) per 6 > 0 si consideri

L(z1,. .. 2050 Z log 6 + (8 — 1) log(zix(0,1) (%))
=1

n n
L/(xla sy Iy 0) = g + Zlog(xZX(O,l)(xl))
=1

Quindi lo stimatore é
1 n
T=—— E log X;.
n
i=1

Sia Z = —log X. La funzione di distribuzione di probabilita di Z é

fz(2) = 0™ X(0,00) (2)-

Immediatamente si calcola

1
ET|=-
7] =7
Da ci6 si deduce che T' é uno stimatore non distorto di %. Per determinare la dis-
tribuzione di T si pué usare il metodo della funzione generatrice dei momenti. Sia
Z; = —log X; e m(t) la funzione generatrice dei momenti di 7" . Per ¢t < nf otteniamo
n n n
0 nd
m(t) = Ele!T] = Elen%i] = = .
0= =T[5 = (7= ) = (=

Quindi la distribuzione di T, é una distribuzione I' di parametri n e nf.
L’errore quadratico medio si ottiene, considerando che E[Z] = § and var(Z) = ;.
Si ottiene

E(T-5)]=E




Uno successione di stimatori {7}, },, é semplicemente consistente se per ogni € > 0

1
lim PI[|T,, — 5] <¢ =1

n—oo

Poiché . )
P(|T,, — 5| <e€=1-P||T, — 5| > €,

Applicando la diseguaglianza di Chebyshev

1

1 1
PHTTL — 5’ > 6] < *'UG/T(TTL) = m

2
Quindi —% >oi; log X; é una successione al variare di n semplicemente consistente.
La densita appartiene alla famiglia esponenziale. Infatti

f(x,0) = a(f)b(z)e D)

con a(f) = 0, b(x) = x(0,1)(x), c(d) =0 — 1, d(x) = log z.

Una statistica S é sufficiente se e solo se la distribuzione condizionata di (X7, ..., X,
dato {S =t} non dipende da 6 per qualsiasi valore di ¢.

Un criterio per stabilire se T' é una statistica sufficiente é dato dal teorema 7.4 del
testo. La distribuzione appartiene alla famiglia esponenziale e quindi S = Y-, d(X;)
¢é una statistica sufficiente. Ma T' = —%S ¢ una funzione di S e quindi é una statistica
sufficiente.

Dalla diseguaglianza di Cramer Rao, la stima inferiore per la varianza di T' é data
da

var[T] > ! 5
nE[(Zn f(X,0))7]
Si ha che 5 1
5 f(,0) = 5 +loga
E[(% +1log X)?] = E[(% - 2)? = 9—12 = var(Z)

Quindi il limite inferiore di Cramer Rao coincide con var[T]. Quindi 7' é un UMVUE
di 3.

Esercizio 2 (8 punti)
Sia (X1,X5) un campione estratto da f(z,0) = 6z "'x(1)(z), § > 0. Si vuole
verificare

Hy:0=2, contro Hp:60>2.

Si costruisca un test pitl potente di ampiezza o = 0, 05.
Soluzione La densita appartiene alla famiglia esponenziale. Infatti

f(x,0) = a(0)b(x)e D4

con a(f) = 6, b(x) = x(,1)(), c(d) = 0 — 1, d(x) = logz. Inoltre, poiché c(#) é
una funzione crescente di 6, applicando il teorema 9.5 del testo abbiamo che il test Y
uniformente pid potente é determinato dalla regione critica C = Cy

2
C ={(w1,22) € (RT)*: ZlogXi >k},
i=1

con k < 0 scelto in modo
Py—3[C] = a =0,05.
2



Per determinare k si osservi che Z = —log X ha una distribuzione esponenziale f(z) =
fe= %%, Quindi T = — Z?Zl log X; ha una distribuzione I'(2,6). Si ponga k = —k*
con k* > 0 e tale

-
a:/‘F@%@Mz
0

Analoghe conclusioni si possono dedurre applicando il criterio di verosimiglianza gen-
eralizzato e studiando la funzione potenza.

Esercizio 3 (6 punti)
Siano X e Y due variabili casuali indipendenti che assumono valori interi positivi,
aventi funzione di distribuzione f(z) =27% per x = 1,2,... Trovare:

(1) Pmin{X,Y} <a] con a> 0.
(2) PlY > X].

Soluzione Sia Z = min{X,Y} e [a] parte intera di a. Si ponga [a] > 1.
PZ<al=1—-P|Z>al=1-P[X >a,Y >d

P[X >a,Y >a] = (P[X > a])?
P[X >a]=1— P[X < [d]]

Quindi
[a]
PX>a=1-) 27"=1-(1-2"1)=2714
x=1
Quindi
PlZ <a)=1-2720
Inoltre

PlY > X| = ip[y > i|P[X =i] = f:P[Y > 27" = i i 27927,
=1 =1 =1 j=1+1



