AM210: Tracce delle lezioni- VII Settimana
INTEGRALI DIPENDENTI DA PARAMETRO

Sia A un insieme, I un intervallo e f : A x I — R una famiglia di funzioni reali
di variabile reale dipendente da un ’parametro’ A € A. Ad esempio, se A = N, si
tratta di una successione di funzioni in I; se f(\,x) = z* — 2\z + log A, si tratta di
una famiglia di polinomi, dipendenti dal parametro (reale positivo) A (qui, I = R).
Se, per ogni fissato A, la funzione x — f(\,z) é continua in I = [a,b] e quindi
integrabile in [a, b], resta definita la funzione nella variabile A, data da

b
A — / FON 1)t

Parleremo anche di integrale dipendente da parametro (il parametro \).
Naturalmente si potra considerare anche il caso in cui I sia un intervallo aperto e/o
illimitato, ed in tal caso richiederemo alla funzione x — f(\, z) di essere integrabile
in senso improprio (o generalizzato) in I. Ad esempio, la funzione

—+00

Ao / e”Sl?tdt

¢ definita per ogni valore del parametro A in [0, +00). Qui I = [0, +00).
Se A C R™, potremo chiederci quale 'regolaritd’ ( continuita, derivabilitd..) abbia
tale funzione, ovvero con quale regolarita l'integrale dipenda dal parametro .

DIPENDENZA CONTINUA

Sia f € C(K x (a,b)), K C B,(xp) un compatto in R" , —oo < a < b < +o0.
Se f é equidominata in (a,b) (dominata uniformemente al variare di x in K), cioé

3 geC((ab): |fxt)] < glt) Veek, te(ab) e /g(t)dt<—|—oo

allora x — [ f(x,t)dt é continua in K, ovvero

b b
rjeK, z,—jreK = liym/f(a:j,t) dt:/li]mf(a:j,t) dt



b b
Prova. Notiamo innanzi tutto che  [|f(z,t)|dt < [g(t) dt < o0 Va € K,
a a

cioé, per ogni x € K, la funzione t — f(x,t) ¢é (assolutamente) integrabile (in
senso generalizzato) in (a,b). Fissiamo ora € > 0.

b
Da [g(t)dt < +oo  segue che esistono a<a.<b.<b e d >0 taliche
a

€

aﬂ(t)dt " / gyt <

mentre, dalla continuitd di f sul compatto K X [a,b.| segue (teorema di Heine-
Cantor) che

sup | f(z;,t) = [z, )] < 5555 per tuttii j grandi.
t€[ae,be] e e
Quindi
b ac b be
€ €
[ Fwit) = sty de) <2 [ g +2 [ gt + [15;0) ~ flanlde < 5+ 5
a be Qe

a

NOTA 1. Si tratta di un teorema di passaggio al limite sotto segno di integrale
in ipotesi di convergenza uniforme + equidominatezza. La continuita di f assicura
che

sup | f(xj,t) — f(z,t)]| —; 0 per ogni K C I compatto
teK

ovvero @;(t) == f(z;,t) —; ¢(t) == f(z,t) uniformemente (in t) sui compatti.
In modo analogo, se, per ogni t € I, esiste f(t) := lim f(z,t) e tale limite é

[|]| =00

uniforme sui compatti di I (e quindi f € C(I)), cioé

sup | f(x,t) — f(t)] —||z||—o0 O per ogni K C I compatto
teK

ed f(z,t) é equidominata, allora

b b

Il teorema di dipendenza continua é dunque un teorema di passaggio al limite sotto
segno di integrale in ipotesi di "uniforme convergenza sui compatti’ pii una proprieta
di equidominatezza.



NOTA 2. L’equidominatezza € essenziale. Sia, ad esempio,

t
r,t) = ———, teR, |z|<1
@) = T o
, . ) 9 Ty :
Tale f é continua in R” e, se x # 0, J TEE: dt < oo per il teorema del

+oo
confronto. Ma [ dt = oo: f(0,t) non é neppure integrabile su R! Dunque
0

t
142
f(z,t) non é equidominata rispetto a x € [—d,0]. Notiamo che la continuita di f
assicura che

f(x,t) =40 f(0,t) = gy V¢t € R uniformemente sui compatti

E in effetti la convergenza é uniforme su tutto R perché |f(z,t)] < |f(0,t)] e

f(0,t) =t 0. Il carattere uniforme della convergenza si vede anche direttamente
: (1]t

stimando  max; |f(x,t) — f(0,t)] < max; ‘1(+|t\|7””|2+22‘:

’ 1 z?

t(t* —1
max ¥ = max (1 —t%) = . —2—0 0
=1 |¢]r*+2 te[0,1] (14 22)22 1+ 22

Applicazione: una prova del Lemma di Schwartz. Abbiamo osservato che

o ey = 20 0y
dyozr P T dray Y

se e solo se

hmme@+hy+@—f@+mw—f@w+@+f@ww_

h—0 | k—0 hk:

~ Jim [hm fa+hy+k) = flay+k) = f(z+hy) +f(x’y)]
k—0 | h—0 hk

E cié sicuramente accade se esiste

[f(:v+h,y+k) — f(z,y+k) —f(:v+h,y)+f($,y)]

lim
k2+h2—0

hk

Dal Teorema fondamentale del calcolo segue che

1
| Pl L thal I | = 5 [ (ot by o+ 06) = f(,y 4 th)] di =

= igl“[fy(-%th,yﬂk) — fylz,y +tk)] dt = }l({l lg‘jsfy(x+sh,y+tk)ds] dt =

3



11
:/ [/fyx(:v+sh,y+tk‘)ds] dt
o Lo

La validita di questa formula risiede nella continuita dell’integrale dipendente da
1

parametro t — [ fy.(z + sh,y + tk)ds. Infine, dalla continuita di f,, segue che
0

1

Of i’fyx(x + sh,y + tk)ds] dt =220 g U‘ fyx(a:,y)ds] dt = fy.(z,y).

0
ESEMPIO 1 (integrale di Dirichlet). — f(xz,t) = e ¢ >0, = >0, 6
equidominata in (0, +00) al variare di x in [z, +00), quale che sia z > 0:

+o0o
f(z, t)] <g(t):=e™ Vt>0, 2>2>0 o /e_@dt:
0

+oo |
equindi  h(z):= [ =te7™dt ¢ continua in ogni z > 0.

Notiamo che h é definita anche in x = 0. Il Teorema sulla dipendenza continua non
si applica tuttavia in questo caso, e non si pué quindi affermare la continuita di h
in =0, ovvero, tale Teorema non assicura che

+oo . +oo
sint sint

PR sy / S (?)
0

perché manca ’equidominatezza fino a zero. Infatti

Jd9>0 taleche [g<oo e [®le™™|<gt) V>0 =
0

—+00
0

dt < [ gdt < co, mentre sisache [ |

sint sint

dt = +o0.

Proviamo con un argomento ad hoc la continuitd in x = 0.
t . oo .

Scriviamo G(t) = [ *27dr, G(o0) = [ *27dr e quindi |G(t) — G(oo| < eset > te.
0 0

Notiamo anche che G ¢ limitata: M tale che |G(t)| < MVt > 0. Integrando
per parti ed effettuando quindi il cambio di variabile s := tx otteniamo

“+o00 “+00 —+00 “+o00
sint

t
% et = 1 / G(t)e tdt = / G(3)esds —u ot / S
0 0

T
0
+o00 +oo | +o00
perché [ G(2)efds— [ dt = [[G(2)— G(o0)]e *ds e
0 0

| [[G(2) — Gloo)le~*ds| < 2M[1 — ), :f°|G(;) — G(oo)|e~*ds < € se & > t,.



DERIVAZIONE SOTTO SEGNO DI INTEGRALE.
Sia f € C(B,(z9) x (a,b)), —oo <a <b< +o00, g € R". Supponiamo che

i) (% esiste ed é continua in B,(zg) X (a,b)

it) Jdg integrabilein (a,b): |f(z,t)|+|fs, (2, t)] < g(t) Vi, .
b
Allora r— [f(z,t)dt éderivabilein z; V€ B.(z9) e

5 ° baf
awja/f(x,t) dt = a/axj(x,t) dt

Prova. Fissato x € B,(xy), sia, per t € (a,b),
of

f(:L‘—f—S@j,t)_f(xvt) se O<|S|§5, F(O,t):7($at>

F(s,t) = . o,

Notiamo che F' é continua in (0,¢) per come é definita, e quindi, viste le ipotesi
su f, é continua in tutto [—d,d] x (a,b). Siccome, per il Teorema Fondamentale

ox

b

continua segue che s — [ F(s,t)dt é continua in 0 € [—§, d], cioé appunto
a

1
del Calcolo, |F(s,t)| = ‘ W(x—l—Tsej,t)‘ < ¢(t), dal teorema sulla dipendenza
0 J

b
flx+ sej, t)dt — [ f(x,t)dt b b b of
- :a/F(s,t)dt —>s_)0a/F(0,t)dt:a/axj(x,t)dt

S

ESEMPIO 1 continuazione. Sia f(x,t) = S2t e~te,

t

Siccome f e f, = —sinte ™, t > 0, x € R sono continue ed equidominate in
—+00 “+o0

[z, +00) % (0,00), é vero che L [ Sfe~tegp— — [ e~tgintdt.
0 0

Integrando per parti si ottiene

d [sint . 1

4 / SIE e gy — =

dx / t 1+ 22
In particolare,

+Oosinzf

/ — e dt .= ¢— arctanx

0



Mandando x a zero, troviamo

Per determinare ¢, osserviamo che

+oo "
Sin
lim —e"dt =0
z——+00 t
0

67(51‘

T —r—+o0 0.

6 . +oo . +o00
perché | [l ] <5 e | [ e < [ eTdt =
0 5 5

+oo T
: : sint —tx _ _ T o sint ™
Quindi Of e dt = c—arctanz = 0=c—%= Of Stdt— 3
sint s
Dunque / — dt = 5 (integrale di Dirichlet)

0
ESEMPIO 2 (la funzione I' di Eulero).

[(s) := / et dt, s>0
0

1
La funzione I' é definita in (0, 400) perché [ tldfs < 4o Vs>0 e ettt
0

va a zero, per t che va all’infinito, pid rapidamente di ogni potenza di % Inoltre,

(t,s) — t*7' e~ é equidominata se s € [s,35], s > 0, e quindi T'(s) ¢ continua.

Siccome %t‘sfle*t = t*"llogte™® éugualmente continua ed equidominata, I’
o0
é derivabile, con T'(s) = [ t*tlogte tdt, s>0. T éinfatti C>®°. Ad esempio,
0
(o]
I"(s)= [ t*"' (logt)* e tdt (T ¢ strettamente convessa). Infine, integrando per
0

ttetdt = L [ t*edt = T(s+1). In particolare, siccome
0

parti, I'(s) =
I'(1) =1,

o—g

I'(n+1)=n!
Il comportamento asintotico di n! é descritto dalla ~ Formula di Stirling

+oo
I(s+1) = s*ta e [/ eT dt + o(1)

— 00

, per s — +00




APPENDICE: Una dimostrazione della Formula di Stirling

—+00

I(s+1) = stz e [/ e_é dt + o(1)

— 00

, per s — 400

Effettuando il cambio di variabile t = s7, troviamo

:/ tetdt =s° / T8¢ Tsdr = §5The™® /e’S(T’IOgT’U dr

0 0 0

e ponendo poi t =7 — 1 troviamo
F(S—i— 1) — g5l /e—s [t—log(1+1)] dt
|

Osserviamo che [t —log(t+1)] = 7 e quindi m(t) := t —log(t + 1) ha un minimo
assoluto in ¢ = 0 in cui vale zero. In particolare, |t| > 6 = m(t) > ¢s > 0. Inoltre,
m(t) > £ per t grande, diciamo ¢ > M. Si trova allora a > 0 tale che

5
/efs [t—log(1+t)] dt+/ s [t— log(lth]dt_'_ / s [t—log(1+4t)] dt <e —as

-1

Stimiamo ora lintegrale in [—d,d]: Ve > 0, 3. > 0 tale che

t2 2
<t—log(l+1t)< vt € [=6,, 0.
dye Stolos(lHD s 5 € [=0c, 4]
Dalla diseguaglianza di sinistra, ed usando poi il cambio di variabile = /53¢,

5. 5 V 3yl

/ =S [t—log(1+%)] dt < / e_QSfe =9 2te / e_xzdx
= Vs

—0e —0de 0

mentre la diseguaglianza di destra d4 allo stesso modo

5e 3=
/ e [tlos(140)] g > 9 2 ¢ / e dz
T s

5.

Combinando le diseguaglianze ottenute conludiamo che

/s S
27666 2+656

r 1
o(l)+2v2 —e¢ / e dr < s(f—i_) <o(l)+2v2+e / e dx
0 0

1
s”2e

e ci6 conclude la prova della formula di Stirling.



