AM2-2009-10: Tracce delle lezioni- IV Settimana
DIFFERENZIABILITA E MATRICE JACOBIANA

Siano O aperto in R™, f : O — R™. Si dice che f é differenziabile in zy € O se
esiste L € L(R",R™) (cioé L é trasformazione lineare di R™ in R™) tale che

f(wo+h) = flxo) + Lh+o([[Al]) (%)

Tale L, se esiste é unica. Infatti:  (L; — Ly)(h) = o(||h]|) =

Notiamo inoltre che, essendo L continua, f é continua in x.
La trasformazione L in (x) si chiama differenziale di f in ¢ e si indica df (o).
La sua matrice rappresentativa (< Lej, é; >).

i (nelle basi canoniche e, ¢,
j=1,...,n, i=1,...,m) si chiama matrice Jacobiana e si indica J¢(x).

n=1: Cammini differenziabili. Sia 7 : (a,b) = R™, -, :=<~,é >, cioé
v =", 7é. Il 'cammino’ ~y risulta differenziabile in ¢ € (a,b) se esiste un vettore
v=>Y" vé tale che (t+7)=~(t)+Tv+0(T), ovvero
it +7) = %(t)

Vi=1,...,m 3 ’yi(t)Z:}}LI(l) = =0,

Il vettore v, che si indica con 4, ¢é il vettore tangente al cammino v in y(¢). I
cammini dotati di vettore tangente si chiamano differenziabili.

UN ESEMPIO ~(t) = (cost,sint), t € [0,27) (equazione parametrica della cir-
conferenza unitaria) é cammino differenziabile con 4(t) = (—sint,cost). Notiamo
che < 7(t),4(t) >= 0 e quindi, come si vede subito, ¥(t), applicato in (t), é vettore
tangente (di lunghezza 1: é il versore) alla circonferenza nel punto ().

m=1: Derivate direzionali, derivate parziali. Sia f : O — R differenziabile

inz € O C R" aperto. Dati h € R",t € R, sia ¢(t) := f(x +th). Da
plitr)—elt) _ Jltthtrh) =f@tth) — qr (x4 ¢th) (k) + o(1) se |t| < &), segue che esiste

of flz+th+7h) — f(x +th)
7—0 T

d
%(ZK—Fth) = %f(x—l—th) = ¢'(t) = lim

Tale quantita si chiama derivata di f in x nella direzione h. In particolare,

of (2) = lim flz+tej) — f(x)

87;133- t—0 t

= df (z + th)h

3 = df (v)e;



6% (che si scrive anche f,,,0;f, D;f,...) si chiama derivata parziale di f fatta
rispetto alla j-esima variabile. Il vettore

Vi) = (g )

si chiama gradiente di f in x, ed é il vettore che rappresenta df (x):

af
df(x)h =< Vf(x), h >= ()
oh
Sem > 1, f differenziabile in =z, < ”f@”h)_[ﬁéﬁo)”ﬂxo)h]” — =0 0
& filzoth) _[fi(m)lr<df(z°)h’éi>] —nj—0 0 Vi <& f; sono differenziabili con
af; . Ofi
O dh(aw)ey =< df(anle > mwmlhuw:@iL

ovvero, Jr(x) é la matrice che ha per righe i vettori V f;(zo).

Funzioni C*(0). Una funzione é C*(O) se le sue derivate parziali esistono e sono
continue in O; f = (fi,..., fi) é di classe C'(O) se lo sono le f;.

Proposizione 1.  Sia f € C'(O,R™). Allora f é differenziabile.
Prova. Basta mostrarlo per funzioni scalari. Per semplicita, lo dimostriamo per
funzioni di due variabili. Da f,, f, continue segue

Of (v O (v 19F (o 9F

dd = : =

—(()] <€ Vw,v € Bs(u)

Applicando il Teorema Fondamentale del Calcolo a % flr,y+t) = %(7’, y+t)

ea Lf(z,7T) = ‘gf (x,7)  otteniamo
st st = g = | s + P |-
o s ) = Sy 0= S s e ) = S - S| <

x+s
/ B“;(T,y +1) — gi(x,y)] dr|+

x

y+t of of
[ [ - S| ar

Y

< e(ls|+1t))  se SH2<S?



CONSIDERAZIONI GEOMETRICHE

Caso n=1. Sia dapprima ~ grafico cartesiano in R?:

V() = (&, f@), t € (a,0)  ~((a,b)) = Gy

La differenziabilita di v equivale alla derivabilita di f. I punti
Y(t)+71Y(t) = (t+ 7, f(t) +7f(t)), 7€ R sonoipuntidella retta tangente a :

eliminando il parametro 7 troviamo infatti y = f(t) + f'(¢)(x — t). 4 é in tal senso
vettore tangente in () a .

Pid in generale, v é differenziabile in ¢ significa che v(t +7) — [v(t) + 77(t)] = o(7),
cioé la curva v é approssimata, con un errore di ordine superiore al primo, dalla
retta R(t) traslata in y(¢), che é quindi la retta tangente a v in y(t).

Caso m=1. L’esistenza della derivata direzionale %(l‘) equivale alla differenziabilita

del cammino v(t) = (x + th, f(z + th)) risultando 5(t) = (h, %(x)) La curva ~y é

I'intersezione del grafico di f con il piano (in R? se n = 2) passante per (z, f(x)) e
per la retta = + Rh; il vettore (h, %(m)), applicato in (x, f(x)) é vettore tangente

a tale retta, e quindi al grafico di f, Gy. Al variare di h si ottengono tutti i vettori
tangenti al grafico. Siccome %(x) =< Vf(z), h >, I'insieme di tali vettori,

{(h,< Vf(z),h >): heR"}

descrive un piano che, traslato in (x, f(z)), é il piano tangente a Gy in (z, f(x)).
Ci6 si legge direttamente in  f(z) = f(xo)+ < Vf(zo),2 — x¢9 > + o (||]x — z0]|)
(x :=x0 + h,): il 'piano’ Ty(xo) == {(z, f(zo)+ < Vf(z0),x — 20 >)}
approssima il grafico di f, in un intorno di (xo, f(x)), con un errore di ordine
superiore al primo:  T'f(z)é il piano tangente a G; in (zo, f(x0)).

Sezionando Gy e T(xg) con il piano z = f(zo) e proiettando tali sezioni sul piano
z = 0, otteniamo la  curva di livello {x : f(x) = f(xzo)} e la corrispondente
retta’ tangente in xy, data appunto da < Vf(xg),z —xo >=0. Il gradiente
di f in xg é quindi ortogonale alle curve di livello ed é direzione di massima pendenza
del grafico di f in (z, f(x)):

C;ltf(x—i-th) =<V f(x +th),h> e sup < Vf(x),h>=|Vf(x)

[[2[|=1

Sen=k< m, f = (f,..., fm) parametrizza una k—superfice in R™. Le curve su
tale superfice, date da t — f(t,x9,...,2,),...,t = f(x1,...,t) determinano k vet-

tori tangenti alla k-superfice, le k colonne di J¢, che indichiamo % = (%, cee %fT”_‘).
J J J



Derivate parziali e differenziabilita: esempi e controesempi

(1) flz,y) = %, se 2 +y*#0,  f(0,0)=0

é di classe C'(R?\ (0,0)) ed ha anche derivate parziali, nulle, in (0,0).
Ma % non esiste per alcun h # e;,i = 1,2 , perché t — f(tx,ty) non é continua in
t = 0 (a meno che non sia xy = 0). In particolare, f non é continua in zero:

una funzione pué avere derivate parziali in un punto
senza essere continua in quel punto.

Notiamo che: %(0, y) = % Yy #0 e quindi % non é continua in (0, 0).

(i) flry) = 5%, f(0,0) = 0.

E f(t?ty) _ t2;42j{y2 S0 % e qulndl %(07 O) = Z—z Y h = (h17 h2) < R2.

Siccome  f(z,2?) =1,

vediamo che

una funzione pué essere derivabile, in un punto, lungo tutte le direzioni
senza essere continua in quel punto.

(i) fay) = 22, se 2ty £0, £(0,0)=0

é di classe C'(R?\ (0,0)) ed ha derivate parziali, nulle, anche in (0,0). In-
oltre, in (0,0), f é derivabile in tutte le direzioni: 2(0,0) = hp@ =
tx3y

104y Dunque

lign = 0. Tuttavia f non é continuain (0,0), perché f(z,z%) = 3.

una funzione pué avere derivate nulle lungo tutte le direzioni in un
punto senza essere differenziabile in quel punto.

(iv) f(ﬂf,y):iwj se 22+y*#£0, f(0,0)=0

$6+y2

ha derivata nulla in tutte le direzioni, ed é anche continua, in (0,0), ma non é
differenziabile in (0,0), perché ! (””\}/i;/: ;2’0) — :cgj-?ZQ

di % + y* a zero (vale infatti  lungo la cubica y = 2*). Dunque

non va a zero al tendere

una funzione continua pué avere derivate nulle in tutte le direzioni in
un punto senza essere differenziabile in quel punto.



