AM210 2010-2011: Appello B

TEMA 1 Sia K sottoinsieme di R™ dotato della proprieta seguente

O, C R" aperti, K C LGJAOQ = daj,..., o tali che K C .QO%
Provare che f € C(K,R), = f é uniformemente continua in K.
TEMA 2 (Formula di Taylor)
Sia f € C*(D,(u)). Provare che:
flu+h) = f(u)+ <Vf(u), h> + ; < Hi(u) h, h > + o ([|h]]?)
TEMA 3. (Diseguaglianza di Bessel)

Sia f € Cy;. Siano f, i suoi coefficenti di Fourier. Provare che

P [1spas
TEMA 4 (Teorema delle contrazioni).  Sia

(X, d) spazio metrico completo, C' C X chiuso. Sia T': X — X. Supposto che
i) T(C)cC (i) 3Jke(0,1): d(Tz,Ty) <kd(z,y) Va,yeC
provare che Jrxed: Tx = x

TEMA 5  Siano a;;,b € C(R), i,j=1,....n, A= (ay),._

Siano 2’ n soluzioni del sistema differenziale lineare omogeneo T = Ax.

Sia X la matrice avente per colonne le x, e sia W (t) := det X'. Provare che
r' ¢é sistema fondamentale << W(t) #0Vt < esiste ¢y tale che W(ty) # 0

Provare poi che l'integrale generale di t=Ax+b é dato da
t
z(t) = X (c + /X_lde) ce R"
0
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ESERCIZIO 1

Sia E spazio di Banach. Si considerino le seguenti affermazioni:
i) ogni aperto in E é unione numerabile di palle aperte

ii) se O, sono sottoinsiemi aperti in £, allora esistono «;,7 € N tali che
§sJ

UO. = U Oa]-

a J

(iii) se K é chiuso e limitato in F, allora da ogni ricoprimento aperto di K si
puod estrarre un sottoricoprimento finito.

Stabilire se la affermazione (i) é vera in E =[* ed in FE = [°.
Stabilire se la affermazione (ii) é vera in £ = [* oppure in E = [2.
Stabilire se la affermazione (iii) é vera in E = [2.

ESERCIZIO 2

4
3

3 ILl O, 1'2 2
Sia f(x,y):%yé’)y se xzy#0, f(r,y)=0sezy=0.
Stabilire se le seguenti affermazioni sono vere:

(a) f ¢é continua in (0,0)
(b) f ¢ dotata di derivate direzionali in (0,0)
(c) f ¢é differenziabile in (0, 0)

ESERCIZIO 3

sin(nx)
n+1

[e.e]
Provare che la serie >

e~ converge in [0, 4+00) e che
n=1

 &sin(nz) .,
/(@) '_nzz:l n+l ©

¢ continua e integrabile per serie in [0, +00). Calcolare infine

[

0 n=1



