AM2 2010-2011: APPELLO A

TEMA 1 Provare che in R™ valgono le seguenti proprieta
(i) ogni aperto é unione numerabile di palle aperte
(ii) se O, sono sottoinsiemi aperti, allora esistono oy, j € N tali che O, = U O,
o J

(iii) se K ¢é chiuso e limitato allora da ogni ricoprimento aperto di K si pué
estrarre un sottoricoprimento finito.

Le proprietd (i)-(ii)-(iii) valgono in tutti i Banach ?
TEMA 2. Sia ueR", f € C?(B,(u)). Provare che
Vfu)=0, <Hf(u)h,h>>0 VheR" h#0, = wu ¢éminimo locale.

Mostrare con un esempio che in un punto di minimo locale pué accadere che
< Hf(u)h,h > =0 per qualche h € R™, h # 0.

TEMA 3. Siano f,g € Cy:(R).

Provare che se f e g hanno gli stessi coefficenti di Fourier allora f = g.
Dedurre che se la successione dei coefficenti di Fourier di f € Cy, sta in (! allora f
é somma della propria serie di Fourier.

TEMA 4. Sia f € Lip,.(O,R") , O aperto di R". Sia  By,(x¢) C O. Siano

M i=sup, [f@), k= sup,, PO 5y e B, (o).
Provare che, se § < mm{%, 17}, allora
Vo € By(z) 319" € CH((=0,6),0): A" (0) ==, 47(t) = f(y"(1)) Vt€ (3,9)
TEMA 5. Sianoa; € C(R), i,j=1,....n, A= (ay),,_
Provare che I'insieme delle soluzioni del sistema differenziale lineare
T =Ax

é un sottospazio lineare di C'(R,R™) di dimensione n.



ESERCIZIO 1. Calcolare
n 82 1

Z Ox?

n—2>
=1 977 (1 + [|l]|?) =2

zeR"

ESERCIZIO 2.
Sia f(z,y) = e~ @) (22 + 4 — 227?).

Provare (anche usando argomenti alla Weierstrass) che f ha almeno quattro pun-
ti stazionari. Provare a determinarli.

ESERCIZIO 3.

Sia f € Cy-(R). Sia p un polinomio trigonometrico. Sia

™

(f +p)@) = [ F(s)p(t = s)ds

—Tr

Provare che f % p é un polinomio trigonometrico.
ESERCIZIO 4.

Stabilire I'intervallo di esistenza della soluzione del problema di Cauchy
i = (2% — 2z — 3)log*(x?) z(0) =z
in dipendenza dal dato iniziale x;.

ESERCIZIO 5. Trovare l'integrale generale di

2@ — 52 +102® —102® +52" —z=¢!



