AM210: Tracce delle lezioni- XI Settimana
IL PROBLEMA DI CAUCHY

Sia f € C(O,R™), x € O C R" aperto. Trovare, se esistono, § > 0, e una
funzione v € C*((—4,6),0) tali che

Y(t) = f((@) Vte(=5,0), A(0) =z (%)
NOMENCLATURA. L’equazione  4(t) = f(y(t)) ¢ infatti un sistema di
n equazioni differenziali nelle n (funzioni) incognite  v(t) = (71(t), ..., 1 (%)):

La condizione 7(0) = «x si chiama condizione iniziale.

La funzione data f si chiama anche campo di vettori in O (i vettori f(z)
applicati nei punti x € O). Una soluzione v é una curva tangente in ogni suo pun-
to al campo di vettor: f e si chiama anche curva integrale del campo. Al variare
della condizione iniziale z in O si otterrd una famiglia di curve v*(¢) che si chiamerd
flusso generato dal campo f.

Dal punto di vista dinamico, f é un campo di velocita e (t) é, al variare di
t, la traiettoria di un punto mobile la cui velocitd all’istante ¢ é data da f(v(t)) e
che si trova nell’istante iniziale ¢ = 0 nella posizione iniziale x.

Una formulazione equivalente del Problema di Cauchy: esistenza di un
punto fisso per un operatore integrale

Se v € C*(—46,0),0) é soluzione del Problema di Cauchy (x), allora, per il TFC,

t
vi(t) = x + [ fi(y(7))dr, ovvero, con notazione vettoriale,
0

1) =a+ [ Fo)dr e (=69) (%)

b b b
ove, se z € C([a,b],R"), intendiamo che [x(t)dt := ([z1(t)dt,..., [z, (t)dl).

Viceversa, se v € C(—46,0),0) risolve l’equazione integrale (xx), allora , di nuovo
per il TFC, v € C'(—4,6),0) e soddisfa (x).

Vediamo ora come (xx) si riscriva come equazione di punto fisso per un opportuno
operatore integrale. Sia  Ba.(mg) C O, cosicché | se x € B,(x), allora

)~ el <r Vie[-6.8 = |v(t)—ao <2 Vie[-5,3]



Posto
M:= sup |[|f(&)l

EEEQT(Z‘O)

eventualmente rimpicciolendo 4, possiamo supporre che M < r e quindi

([=8,0]) C Bo(z) = = + /f(q(f))df € By (o) Vit € [-0,4]
0
Cié segue dalla diseguaglianza | ;x(t)dt|]2 = /b [ " (fb xi(t)dt> a:z(t)] dt <
1 @i ool de = | fatart 2ol ovvers

I [ atyael < [ lato)la

Con tale scelta di §, e per ogni fissato = € B,(z) la formula
(T =+ [ f()dr te -6,

definisce un  operatore integrale T®  che trasforma v € C([—4,6], B.(x)) in
T*y € C([—0,6], B.(z)) cioé T manda lo spazio metrico completo C([—0, 6], B.(z))
in se: -~y soddisfa (xx) se e solo se 7 é un punto fisso di 7™.

PROBLEMA DI CAUCHY: esistenza ed unicita locale
TEOREMA (di Picard)
Sia f € Lipe(O), O aperto in R". Sia  Bay.(x9) C O. Siano

M:= swp |[[f@),  If(@) = fWI <kllz—yl Va,y€ Ba(wo)

xGEQT(xo)
Sia  6>0 tale che k<1, oM <r. Allora: per ognix € B,(x),
397 € CU(=6,0), Barla) taleche  ¥(0) =2, 47(t) = f(3°(1) ¥t € (5,0)

Inoltre, v* dipende in modo continuo da x:

x xT 1
17 =7llee = sup [7*(t) =¥ ()] < le =yl Va,y € B(xo)

te[—6.6] 1 — 0ok



Prova. Ricordiamo che lo spazio vettoriale C'([—6,0], R™), munito della norma
IVllec = sup ||v(¢)||, é un Banach, e quindi
te[—9,0]

X ={yeC([-60,R"): |y{t)—z| <r Vte[-0,0}
é spazio metrico completo (rispetto alla metrica indotta). Ora, fissato z € B,.(zg),
yeX = |v@t)—z| <r Vte[-6,0] = ||v({)—zo| <2r Vte[-6,0]

Dunque, ¥y € X, é definita la funzione f(v(t)), t € [-6,0] e quindi lo é la
funzione

Tx'y:t—>x+/f(*y(7))d7, te[-4,0]

Chiaramente 7%y € C([-6,0],R™) Vy € X. Inoltre, yeX =

/ LF ) ldr

Infine, 7,5€X = HT%—T%HOOStes[ggﬂllgt‘[f(v(ﬂ)—f(ﬂ(T))]dTHS

(T —x]|—||/f )dr|| < <éM<r = TyeX

< k6lly — Bl

| () = 5)ler

perché f é Lipschitziana di costante k in Bo,(q). Siccome 0k < 1,
T% é una contrazione di X in sé e quindi, per il Teorema delle contrazioni

I eX: TTy* =A%, Notiamo che  (77*)(0) = z.
Dunque, ~* é 'unica soluzione, definita in [—§,4] , del problema di Cauchy

V() =F(y(1) Vie(=0,0),  (0) ==

t
Infine, 7" = 1[lec < llz =yl + S SO (r) = f(()ldr
(S )

le =yl Vz,y € Bi(xo)

1
_ Skll~® — ~Y o = T _ ~Y o <
|z = yl| + ok[|* — "] 17 ="l < 755



PROBLEMA DI CAUCHY: Unicita globale, soluzione massimale.

Proposizione 1.  Sia f € C*(O,R"), O aperto in R™. Siano v € C'((a,b))
e 8 € C'((a,b)) soluzioni dello stesso problema di Cauchy

#(t) = f(2z(t),  2(0) = o

Se (a,b) C (a, Z;), allora v = B in (a,b): [ € un prolungamento della soluzione .
Prova. Per il Teorema di Picard, esiste § > 0 tale che v = § in |t| < 4. Quindi

t:=sup{t: ~(r)=p(1), Vr€[0,t]}

¢ ben definito e maggiore o uguale a §. Si tratta di mostrare che ¢ = b. Sia per
assurdo t < b. Per continuitd, ¢é allora anche () = B(f) e inoltre 7(t), 5(t) sono
soluzioni dell’equazione differenziale in (0,%] . Dunque 7, 5 sono entrambe soluzioni
del medesimo problema di Cauchy

#(t) = f(z(t), =) =) =5()

e quindi coincidono anche in [¢,¢ + o] per un o > 0 piccolo, e quindi
t:=sup{t: ~(r)=pB(1),Vrel0,t]} >t+o
contraddizione. Dunque v = 8 in [0,)) e, analogamente, v = 8 in (a, 0]).

Una soluzione non prolungabile si chiama soluzione massimale. La soluzione
massimale é evidentemente unica ed il suo intervallo di definizione si chiama inter-
vallo massimale di esistenza e si indica (¢~ (xg),t"(xg)), 0 semplicemente, se non
vi é ambiguitd, (¢, t").

Se t (xg) = —o0, tT(xg) = +o0, diremo che il Problema di Cauchy con
condizione iniziale z(0) = xy, ammette soluzione globale o per tutti i tempi.

ESEMPI.

I1 problema di Cauchy & = z, x(0) = 2y ha come soluzione massimale
z(t) = xpe’, t€R

mentre il problema & = 22, 2(0) = 29 > 0 ha come soluzione massimale
z(t) = 2, te(—00,—).

txo ? %




Proposizione 2. Sia f € C*(R™,R"), A(t) = f(y(t)), t€][0,T). Allora

M = sup ||[f(y())| < 4+o00 =~ éprolungabile oltre T

te[0,T)
Dunque, sup ||f(v(t))|| < +oo (ad es. se vy é limitata) =t~ = —o0,t™ = +00.
te(t=,t+)
, ¢
Prova. B [lv(t) =v()ll = | [ f(y())drll < Mt —s| Vs, €[0,T) e

quindi v é uniformemente continua in  [0,7").  Ne deriva che

3 (7)== lim v(t) e Y(T)=f((T))

t—T—

Detta allora 4  la soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale 4(T") =
v(T), la funzione uguale a v in [0,7) ed uguale a4 in [T,T + 4] ¢ di classe C*
ed ¢ soluzione del sistema differenziale in [0,7 + ¢].

Corollario 1. Sia g € CY(R", R) tale che
(1) {z:g(x) <g(ze)} élimitato Vo€ R" (i1) < Vg(z), f(x)> <0 Vz
Allora le soluzioni del sistema & = f(x)  sono definite per tutti i tempi positivi.

Infatti, 2g(z(t)) =< Vg(z(t)), & >=< Vg(z(t)), f(z(t)) > < 0 Vt e
quindi la traiettoria x(t) si mantiene, per tutti i tempi positivi, nella regione limitata
{9(z) < g(x0)} e quindi t7 = +o0.

Corollario 2. Data g € CY(R",R), siano g™ :={x: g(z) < M} e
YMi={z: g(x)=M}. Se

(1) g™ :={x:g(x) < M} ¢élimitato (ii) < Vg(x),f(x)> <0 VeexM

allora la soluzione del problema di Cauchy & = f(x) x(0) =xy cong(xg) < M
€ definita per tutti i tempi positivi.

Infatti g(z(t)) < MVt € [0, (20)), giacché, se no, é ben definito
T:=inf{t >0: g(z(t))>M} equindi g(z(t)) <MVt<T e g(z(T)) =M
Ma questo ¢ assurdo perché, se t < T, T — t piccolo, allora
(gox)(T) =< Vg(a(1)),2(T) > =< Vg(a(T)), f(=(T)) > < 0 =
g9(x(t)) = g(x(T)) + (¢t = T) [< Vg(z(T)), f(z(T)) > +o ()] > g(x(T)) =M

5



3 2 sono definite

Esempio 1. Le soluzioni del sistema T =—x y Y= -2z
per tutti i tempi positivi: basta prendere g(z,y) = = +y per ottenere
d d  x®+y? . .
F9@(0),y(1) = 2 (=) =wi +yy = =2ty =2t <0 W

Invece, t~ > —oo quale che sia la condizione iniziale. Questo si pud vedere cosi’:

d
@ y(@)] = 208 + 22%y = =22y (2°y%) — 292 (2°2%) = —6(2°y?)?
cioé z(t) := x(t)*y(t)? risolve 2 = —62% e quindi  z(t) = 1+26(3()0)t te (_ﬁ(o)’ +00).
Siccome  2(0) = x(0)%*y(0)* e
) 2 9 2(0) . 2 92 z(0)
b=ty = —rgg 62(0)t i =2y YT+62(0)
troviamo  log I(t)) = — f 1+6z) ds, log 5(( —2f 1+6 jds,  ovvero
0 0 1
sy =0y = PO e (o)
(1+62(0)t)s (1+62(0)t)3 62(0)
Nota anche che % = —2222 = 2¢ = Jog YU — 9]og 21 (t) = 29 ()2
y y(0) 2(0) Y= S
Sistemi gradiente: i =-VF(z) Fe€C?R"R).

Per applicare i Corollari, basta prendere g = F: < Vg(z), f(z) > = —|VF|?
e dedurre chese {x € R": F(zx) < F(x9)} ¢ limitato per ogni zo € R", allora
le soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi. In effetti si pud dire di piu:

se F' € inferiormente limitata le soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi.

Infatti, Jo [VF(x(r))|*dr = — 5 (F(x(7))) dr = F(2(0)) — F(x(1)) <
F(x(0)) = inf F' = [lo(t) — z(s)]| = || [ #(r)dr|| < [J|VF(a(7))lldr <

t—s2 (J2 ||VF($(T))||2dTS>2 < [t—s|? (F(2(0)) —inf F)? Vs < tequindi z(t) é
uniformemente continua. Si conclude come nella dimostrazione della Proposizione 2.

Esempio 2. Le soluzioni di i = xy? (2 + y?) y = —yxt(z? + y?)
sono definite Vt: dt( +y?) = 2230 + 2yy = 22M% (2% + y?) — 222t (2 + ) = 0
e quindi g € costante lungo le traiettorie, ovvero le traiettorie sono contenute
negli insiemi di livello di g, che sono visibilmente limitati.



