AM2: Tracce delle lezioni- I Settimana
FUNZIONI DI PIU VARIABILI
Sia. n € N. Una funzione reale di n variabili reali é una funzione
f:A—=R, ACR"=Rx...xR n volte

Il grafico di f ¢ Gy :={(z, f(z)) e R"™ =R"xR: z¢€ A}

Gli elementi di R", detti anche punti o vettori di R", si denotano come

x = (z1,...,2,) e gli 'scalari’ z; si dicono componenti o coordinate di z. I vettori
di R? ed R? si scrivono anche (z,v), (z,v, 2).

Primi esempi di funzioni di piu variabili:

1. f(z,y) = ax+ by, funzione lineare di due variabili, ha come grafico il piano (nello
spazio ordinario) di equazione z = ax + by. Piu in generale

f@)=flzy,.. ., 00) =av + .. Fapz, = X a;; (funzione lineare)

ha per grafico un ’iperpiano’ in R"*! passante per l'origine 0 := (0,...,0).
2. f(z,y) = 2* + y*. G é la superfice (nello spazio cartesiano Ozyz) ottenuta
ruotando attorno all’asse Oz la parabola nel piano Ozz di equazione z = z2.

I polinomi in n variabili. Dato a« = («ay,...,a,) € N" e x € R", scriveremo
z® =11, 2, o] == a; + -+ + a;,. Un polinomio di grado p nelle x; si scrive
P(z) =Y coz”
la|<p

Una funzione wvettoriale (o a valori vettoriali) di n variabili reali é una funzione
ftA—=R" ACR"'m2>2 flx)=(filz1,. s 2n)s- o f(T1, o T0))

Le f; si chiamano le (funzioni) componenti di f.
Se n =1, f si dice anche curva parametrica o cammino in R™.
Ad esempio, dato = € R™, f(t) := tx é funzione (lineare) su R a valori in R™;
la sua immagine Sf = {tz : t € R} é la retta in R™ passante per l'origine e per z
(sottospazio lineare generato da ).
Un altro esempio: fissato » > 0, f : 6 — (rcosf,rsinf), t € [0,2r) & (nel
piano) la circonferenza di centro l'origine e raggio r (in forma parametrica).
Piti in generale, una f : A — R", A CRF é k-superfice (parametrica) in R".
Ad esempio,

T

Y
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f:(0,0) = (Rcospcost, Rcospsinb, Rsiny), 6 € [0,2m),p €|

é sfera (parametrica) di centro l'origine e raggio R in R3.



STRUTTURA ALGEBRICA e STRUTTURA METRICA in R"

Ricordiamo che un insieme V si dice spazio vettoriale (o lineare) su R se sono
definite

una operazione di addizione VxV =V, (uv)—=u+tv
una moltiplicazione per scalari RxV =V |(tv)—ty
tali che (V,+) sia gruppo commutativo e
(t+s)u = tutsu, t(utv) =tutto, t(sv) = (ts)v, lv=v  Vu,veV, s teR
Gli elementi di uno spazio vettoriale si chiamano punti o vettori.
Chiaramente, R", dotato delle operazioni
(1, )+ Y1y Yn) = (T14+Y1, - T tYn), (... xy) = (trg, ..., txy,)

é spazio vettoriale su R.

Interpretazione geometrica.  Come noto, R? si rappresenta mediante i punti di
un piano cartesiano Ozy. In tale piano, dato v € R?, 'insieme

Rov:={tv: teR}

¢ l'insieme dei punti della retta uscente dall’origine O := (0,0) e passante per v;
{tv +wu: t € R} éla (rappresentazione parametrica della ) retta passante per u e
parallela alla retta R v.

In particolare, u + v é il punto comune alle rette {tu +v : ¢t € R} e
{u+tv: t € R} e sichiama traslazione di v lungo v. Tale interpretazione
geometrica si estende al caso generale n > 2.

Altri esempi

R*=RN={a:N — R} dotato delle operazioni
(a+P)(J) =) +8() VjeN, (ta)(j):=ta(j) VteR,jEN
Rl .= {f :[a,b] — R} dotato delle operazioni

(f+9)(z):= f(z)+g(x) Vzelab], (tf)(z):=tf(x) Vit € R,z € [a,b]
C([a,b]) :=={f : [a,b] = R, f continua}



Combinazioni lineari e lineare indipendenza, sottospazi lineari, basi

1. Seu,v € Ves,t € R, su-+tvé combinazione lineare di u,v con coefficenti
s,t. Dato A C V, scriveremo

< A >:= insieme delle combinazioni lineari di elementi di A.

Diremo che v;,7 = 1,...,p sono tra di loro linearmente indipendenti se
p
thvj:() = tj:O V]
j=1

2. Vo C V é sottospazio lineare se u,v € Vy,s,t e R = su+tv e V.
Chiaramente < A > ¢ sottospazio lineare (generato da A).

Esempi. Siano
[ :={a€eR*: sup;|a(j)| < +oo}, o ={aeR*: a(j)—; 0}
P={aecR*: Y% |a(j)P < +oo}

Allora, se p > 1, [P CcyCIl*™® e sono sottospazi lineari di R>.
Che [P sia lineare segue dalla convessita, quando p > 1, di f(¢t) = |t|P, i |a + b|P <
2P~ (JalP + |b|P), che d4 appunto o, 8 € IP = a + 3 € IP.

3. Un sistema di vettori linearmente indipendenti v; : ¢ = 1,...,n che generino
V' si chiama base di V. Ricordiamo che se V' ha una base di n elementi, ogni altra
base di V' ha esattamente n elementi, e tale numero si chiama la dimensione di V.
Se v; forma una base per V', allora ogni v € V si scrive, in modo unico, nella forma
v =37 ¢vj. I numeri ¢; si chiamano componenti o coordinate di v nella base v;.

Ad esempio, se e; = (1,0,...,0),...,e, =(0,0,...,1) é la base canonica di R",
un vettore z di R" si scrive z = (21,...,2,) = Y7, zje; (z; = componenti o
coordinate di x nella base e;).

Trasformazioni lineari. Siano V,W spazi vettoriali su R. Una funzione L :
V' — W si dice lineare se

L(su+tv) = sL(u)+tL(v) Yu,veV

Chiaramente SL = {L(u) : u € V} e KerL :== {v € V : L(v) = 0} sono
sottospazi lineari rispettivamente di W, V.



Esempio. Data A = (aij)i=1,..,m;j=1,..» Mmatrice m x n (m righe ed n colonne), la

La(z) = Az =) ayzj, ..., Y amjz;) Ve = (z1,...,2,) € R"
j=1

=1

¢ funzione (o trasformazione) lineare da R™ a R™. La sua immagine é un sottospazio
lineare ( di dimensione pari al rango di A).

Matrice rappresentativa. Viceversa, se ¢;,¢ =1,...,n, f;,j =1,...,m sono
basi di V, W, rispettivamente, ogni trasformazione lineare da V' a W si rappresenta
mediante una matrice m X n.

Sia infatti L trasformazione lineare da V' a W. Siano, per ogni j, a;;, ¢t = 1,...,m
le componenti di Le; nella base f;, cioé

m
Lej =) aifi
=1

Allora, se u = 37, wje; e v:= L(u) = 3", y;f;, siha

v = Zyifi = Lu = Z%‘L(@j) = Z%‘ <Z aijfz‘) = Z (Z %‘Cj) fi
i=1 j=1 j=1 i=1

i=1 \j=1

ovvero, se ¥y = (Y1,...,Ym), T = (z1,...,%,), posto Ar := (a;;), siha y= Az
Cioé, identificando uw ed Lu con le loro coordinate x ed y, L opera su x come Ay,
che si chiama quindi matrice rappresentativa di L nelle basi date.

PRODOTTO SCALARE

Sia V' spazio lineare su R. Una b:V x V — V si dice prodotto scalare in V' se é
simmetrica b(u,v) = b(v,u) Yu,v eV
bilineare:  b(su + tv,w) = sb(u, w) + th(v, w), Vu,v,w € V,Vs,t € R
positiva  b(u,u) >0 Yu # 0
Un prodotto scalare, se non ¢’é confusione, si indica usualmente < .,. >.

NOTA. Se < .,.> é prodotto scalare in V', allora, per ogni u € V,

le applicazioni v —< u,v > sono lineari.



Esempi. Siae;:j=1,...,n base per V, vettoriale.
Dati wu:=u= Z?Zl Tjej, Vi= U= 2?21 Yi€j,

n
<u,v > = Z xjy; € prodotto scalare.
j=1

Prodotto scalare in C([a,b]). < f,g >:= fbf(x)g(x)d:v :

Norma.
Sia V vettoriale. Una applicazione di V' in R, v — ||v|| si dice norma in V' se

(7) |lv]| >0 YveVel|v|]|=0seesolosev=0

(i7) [[tu]l = |t| [|Jul]] YueV, teR (positiva omogeneitd)
(179) [Ju 4+ v|| < |lu]| + |lv]] Yu,v eV (diseguaglianza triangolare)
Uno spazio vettoriale V', dotato di una norma, si dice Spazio Normato

CAUCHY-SCHWARTZ Sia < .,. > prodotto scalare in V. Sia
|lv]| == vV<wv,o> YveV

Allora | <u,v>] < ul ||v] Yu,v e V.
Corollario: v — /< v,v > é una norma.

Prova. 0 << u+to,u+tv >= |[ul>? +2t < w0 > + 2|p||> Wt
= <u,v>2 —|ul?||v|* < O0.

Inoltre, /<v,v> >0 e J/<wv,v>=0=v=0. Infine:
lutol® = full* + ol + 2 <w,o > < Jul® + lol]* + 2]l o]l = (]l + [[o])?

Esempi. In R™. [[z]| := /37, |z;|* é una norma (la norma euclidea). La dis-
eguaglianza triangolare si scrive

1 1 1
n 3 n 3 n 3
(Z |, +yj|2) < (ZWP) + (ZlyjIQ)
=1 =1 =1

Sen =2, |(z,y)| = V22 + y? é la lunghezza del vettore (z,y), ovvero del segmento
di estremi (x,y) e (0,0).



Altre norme in R".

Sep>1, Azl = (o l57) "5 [@llee == mazjla).

D=

Prodotto scalare e norma in 1*> . Se o, B € [2, allora, per ogni N risulta

2

;m@wws(graw) (;ww) s(iro«w) (f:lww) < +oc

Dunque >72, a(j) B(j) é assolutamente convergente e dunque definisce un prodotto
scalare su (2, cui corrisponde la norma

2

ol = (i \a(j)\z)

b
In C([a,b]). La norma associata al prodotto scalare < f,g >= [ f(z)g(x)dx é

b 3
Ifll = < I\f ‘2(I)dl’> . La diseguaglianza di Cauchy-Schwarz si scrive

!/bf(x)g(fv)dfv\ < (/b|f|2(x)d1‘)2 (/b\g\2(w)dw)

Ortogonalita. Sia < .,. > prodotto scalare in V. Due vettori u, v si dicono
tra loro ortogonali se < u,v >= 0.

1
2

Se ACV, At :=={veV:quad <v,h >=0 Vh € A}. Si vede subito che A+
é sottospazio lineare.

Teorema di Pitagora. <u,v>=0 < |u+v[*=|[ul]®*+ |v|*

Infatti ||u 4+ v||> =< u+v,u+v >= |[ul|* + 2 < u,v > +|v]|%.

SPAZI METRICI Sia X un insieme. Una d: X x X :— [0, 400) tale che
(i) 0<d(u,v), Yu,veR" dlu,v) =0 <& u=v (positivitd)
d(v,u) Vu,v € R" (simmetria)

(i13) d(u,v) < d(u,w)+d(w,v) Yu,v,w € R" (diseguaglianza triangolare)

si chiama distanza o metrica su X e (X, d) si chiama spazio metrico .



Metrica associata a una norma . Sia (V||.||) spazio normato. Allora
d(u,v) = |lu— || é una metrica su V'
NOTAZIONE. Sia (X,d) spazio metrico. Siano r > 0 e o € X. Scriveremo
By (xg) ={r e X : d(z,x9) <r}

B,.(xy) é la palla aperta di raggio r e centro z,. Se V é spazio normato, é
B,(x¢) = rBi+x := {rez+xo : * € B} = B.4xg = {a+x0: 2 € B,}, B, := B,.(0)

SUCCESSIONI CONVERGENTI in uno SPAZIO METRICO

Sia (X, d) spazio metrico. Siano xy,x € X. Allora

Ty > x < d(xg,x) =50

Se V' é spazio normato, v —,v & ||vp —v| =4 0.

In R™, munito della norma euclidea ||.||2: v —¢ v in R" & ||ug — 0|2 =% 0.

(i) Sia ug = (T, .- -, Thn), w=(21,...,2,), allora
n
2
Vg —k U = Z|$k7j_‘rj| _>k0 = Tk1 —k L1y, Tkn —k Tp,
j=1

(ii) uxp  converge = sup; ||ux|| < +oo  (ma non viceversa)

(i) up = u,vy > v = tug + svg — tu+ sv Vt,s € R

CONTINUITA

Siano (X, d) e (Y, p) spazi metrici, o € A C X. Una f: A — Y si dice continua in
xo se

Ve>0 36 >0: d(z,z0) < = p(f(z), f(xo)) <€
ovvero Ve > 0,30 := 0, :  f(Bs(xo)) C Be(f(20)).

f si dice continua in A se é continua in ogni punto di A. C'(A,R") indichera
la classe delle funzioni continue in A a valori in R” (C(A) := C(A,R)).

Proposizione 1 Sia f: A—Y, xze€ A Allora
(i) f é continuainz <& (x, €A, xz, =,z = f(z,) — f(z))
(i) SeY=R™e f=(f1,...,fm), [ écontinuainz < le f; sono continue in x.



La dimostrazione di (i) é come nel caso f: R — R.
La (ii) segue dal fatto che f(z,) — f(z) <  fi(z,) = fi(z) perj=1,....,m

Proposizione 2 Siano A C R", f,g: A — R™ continue in u € A.  Allora
(i) af + Bg é continua in u Vo, € R
(ii) se m =1, fg é continua in u e, se g(u) # 0 anche £ ¢ continua in u
(i) se f(A) C Be ¢: B— RPécontinua in f(u), allora ¢ o f é continua in w.

ESEMPIO IMPORTANTE. Le funzioni lineari da R” a R™ sono continue.
Una forma lineare | : R™ — R si rappresenta mediante un vettore :

l(z) =100 xje;) = i x5l(e;) =< x,a> ove a=(l(er),...,l(en))

Siccome (Cauchy-Schwartz) | <z —xzg,a > | < ||z — xo|| X ||al|, [ é continua.
Una trasformazione lineare L : R™ — R™ si rappresenta mediante una matrice:

L(x) = L(X)_ wje;) = Y0y xiL(e;) = S7_y x50 < Ley, fi > fil.
(f; base canonica in R™). Cioé L(x) =Ax ove A= (< Lej, f; >)iz1,. myj=1
Siccome  [Az||* = L[5 aijxg)? < S (l2)? Do af] = (2l ad), e

L(z) — L(zg) = A(x — z9), vediamo che L é funzione continua.

ESEMPTL: (i) i polinomi in @y, ..., z, , exp(x?+...+22),sin(z; ... x,), sono funzioni
continue.

, . 2 n—3 n—
Se n >4, f é continua in (0 0). 2zy| < 22 4+ ¢y = ] 2+y < nyQlery2 < Jy|n=?

3

Se n =3, f é discontinua in (0,0) perché f(z,mz) = oz Ve #0.
Sen=1,2,da f(z,mz)= MW segue che  f non é limitata attorno a
(0,0), e quindi non é continua in (0,0) perché g continua in u =

3550 gl < lg(v) - gl + lg()| < 1+ gl se v —ufl <.

Notiamo che, fissato y, * — f(x,y) é continua, e lo é anche y — f(z,y) per ogni
fissato x, e cid quale che sia n € N. La ’continuita in z ed 3’ é quindi una proprieta
molto piu debole della 'continuita nel complesso delle variabili’.

(iv). Sia f(z,y) = xylog(z®™ + y*™), £(0,0) = 0. Proviamo che f é
continua (anche) in (0,0). Possiamo supporre e |z| + |y] < 1 en > m. Da
zy|" < 5(l2["+]yl*") segue [zylog(z?" +y>™)| < (\I|2"+!y|2m) log(a*" +1°™)| < €

se (z?" +y2m) < § per un § = J, opportuno, perché tn logt — 0 al tendere di ¢t a 0.



DEFINIZIONE ( di limite) ~ Sia f: A —» R, ACR" Sia B (u)=
B, (u) \ {u}. Sia ug tale che  B,(up) NA énon vuoto Vr >0. Allora

lim f =1 & (Ve>0, 3. >0: ue AN B, (ug) = |f(u)—1]<e)

u—uQ

lim f =400 & (VM >0, 30.>0: u€ ANB;s, (ug) = flu)> M)

U—UuQ

Se B/.NA énon vuoto per ogni r > 0, allora

lim f=1< (Ve>0, 3R >0: uecA, ||ul|>R=|f(u)—1]<e)

|lul|—=+o00
lim f =400 & (VM >0, 3Ry >0: uecA, ||ul|>Ry= f(u) > M)

|lul|—=+o00

NOTA. Come per le funzioni di una variabile si vede facilmente che

(i) f halimite [ per u tendente a uy (|u| tendente a +00) &
(un € A, up # ug, Up = ug (Jup] = +00) = flu,) — 1)
(ii) (Cauchy) [ ha limite finito [ peru tendente a ug
(Ve >0, 30.>0: u,v€ AN By (ug) = |f(u) = f(v)] <e)

f halimite [ per |u| tendente a +o00 &
(Ve>0, 3R >0: w,veA ful,[v] =R = [f(u) = f(v)] <€)

ESEMPI. (i) Sia f(x,y) = 5% se a?+y? #0.

x2+y2

Dalla NOTA-(i) si vede subito che lim f(u) = f(ug) Yuo #0.  Invece,

u—uQ

. . . ‘ _ ay
}gr(l) flu) e |u|li>r£rloof(u) non esistono:  f(tz, ty) = i

(ii) Sia f(z,y) = xi’;g se 2%+ y? # 0. Come sopra, lim flu) =
uU—ruQ

f(ug) Yug # 0. Ed é anche i%f(u) = 0 |xQL_‘_ZQ’ <l < ¥IIV,

2 2 )

Poi, | |lim f(u) non esiste: f(z,2) = § =4 400 £00 .
u|—+00
y ?
(signx)oo e quindi arctan 7 R (signx)F. Poi, siccome f(x,/|z|) = (signz)F, la f
non ha limite al tendere di (z,y) a (0,0) .

(iii) Sia f(z,y) = arctan % se y # 0. Se x, — = # 0 e y, — 0 allora 7



ESERCIZI E COMPLEMENTI

1. Siano p,q > 1 esponenti coniugati, cioé % + % = 1. Allora

lzy| < % - % Vr,y € R ( diseguaglianza di Holder in R)

Dato z = (z1,...,2,) € R", sia ||z], := <§: \:cj\p) . Allora
j=1

Z LjYj

Jj=1

<|lzllp, lyllq Vo,y € R" ( diseguaglianza di Holder in R")

Infine, posto R® := {z : N — R}, si ha

1 1
Z lz;51] < (Z |37j|p) (Z |yj|q) Va,y € R® ( Holder in R™)
j=1 j=1 j=1

Prova. Per ogni y > 0 la funzione T =y — ‘%p, x>0 é
superiormente limitata e raggiunge il suo massimoin ~ z(y) talechey—a?~! =0
1 1 L p 1

ovvero z(y) = y»1 e tale massimo vale yyr—T — % = %yzﬁl = %.

Ql—

Da qui la diseguaglianza di Holder in R: xy — % < ¥

q
Da questa segue subito la versione in R™:

n

ij Yj

=l Nyl

n o1 |p 1 |a 1 1
SZJ%’ B /] L

arlel  alvla  pooqg

Infine, per avere Holder in R*>°, basta passare al limite nella diseguaglianza

1 1
>zl < (Z|$j|p) (Z|yj|q)
=1 =1 i=1
2. La Diseguaglianza di Minkovskii: lz+yll, < lzll,+yll, Yo,y € R™

Segue da Holder:  [lz +yllt < 3 |z + 377" ] + 3 [a; + 5P ] <
=1 =1

1
n q n q
(Z |z; + yj|q(p_1)> |z, + (Z |z + yj]q(p_1)> lyllp- Infatti, essendo ¢(p—1) = p,
j=1 j=1

. pig
troviamo  |lz 4y, = [z +ylp ¢ <zl + |¥llp

10



11. Dati «a, g > 0, sia

] lyl? 2 2 B
flz,y) = 2 +y* £ 0, f(0,0) =0

Provare che f é continua in (0,0) se e solo se a + [ > 2.

Se a+B8-2<0, f(tr,ty) = t**P=2f(x,y) non va a zero al tendere di ¢
a zero (se x? + y* # 0) e quindi f non é continua in (0,0).

Sia dunque o + 8 — 2 > 0.

Se a>2 é f(r,y) <|z|*?|yl® —=.2142-0 0. Analogamente se 5 > 2.

Resta da considerare il caso a, < 2 . In tal caso, 0 := %H €
(0,2 min{a,3}) e possiamo scrivere

Y s
ove 0>0, a—6 >0, -0 >0, a+ —20 = 2. Dalla diseguaglianza di
Holder, segue che, se 0<r,s, r+s=2 allora (prendendo p:= %, q:= %

nella diseguaglianza di Holder)
s T2 S 2 2
lz|" |y gix +§y <z +y VeyeR

e quindi |z |y[P° < 2% + ¢ equindi  f(z,y) < |2 [y]® =220 0.
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