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Esercizio 1
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X x>0
7 y:{o x<0
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Esercizio 2 Dall’ipotesi si ricava che|f(x) - f(y)| < |x— y|a =0< < |x— y|w_1 e quindi
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facendo tendere y ad x e applicando il teorema dei carabinieri si ottiene che

fx)=f(y)
x=y

funzione ¢ costante.

x—y|a_1:0, in quanto a@>1, quindi f'(x)=0 VxeR cio¢ la
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Esercizio 3 Notiamo innanzitutto che le funzioni sinx e cosx sono limitate in quanto |sin x| <le

|cos x| <1 per qualsiasi valore di x. Inoltre la funzione x° definita nell’intervallo [—1,1] ¢ limitata se

e solose ¢2>0.

R . . .1 .
(1) f(x)e& continua se lim x sin—- =0 per cui >0.
x—0 X

?2) f '(O) esiste se %Hr(} he! sinhiﬁ esiste finito cioe se & >1 nel qual caso %1113 h*! sinhiﬂ =0.

(3) Nel caso in cui a>1, cio¢ quando la derivata prima esiste Vxe [—1, 1], dal calcolo diretto si

ottiene

1 1
ax® ' sin—— Bx“ P cos— x#0
f'(x)= xf x7
0 x=0
che ¢ limitata se e soltanto se @ >1+ f.
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(4) f'(x) & continua se e soltanto se lim @x* sin—; — fx* A cos—; =0 ciog se @>1+ 4.
x—0 X X

. . oo 1 5 Lo
(5) f"(0) esiste se %m(} ah®? smh—ﬁ—ﬁh“ pz cos— esiste finito cio¢ se & > f+2 nel qual caso

1 1
: a2 i - a-fB-2 =
%}Lr(}ah sin Y; Ph cos Y; 0.
(6) Nel caso in cui a > f+2, cioé quando la derivata seconda esiste Vxe [—1, 1] , dal calcolo diretto

si ottiene



Fr(x)= a@w&h*%mi%—mh*ﬁz x} -B(a-p-1)x""7co i%_ﬂ%mwﬂmp% x#0
0 x=0

che ¢ limitata se e soltanto se @ >2+2f.

(7) f"(x) & continua se € soltanto se
) 1 1 _ 1 g .1
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cioese ¢ >2+2p.

Esercizio 4 Procediamo per induzione su n. Per n=1 si ha la formula di derivazione del prodotto,
che ¢ stata dimostrata a lezone. Supponiamola dunque vera per n < k e mostriamo che vale pern+1.
Dalla base e dall’ipotesi induttiva segue che
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Ponendo nella prima somma i = j—1, ricordando il suggerimento e osservando che
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0 ) \n+1)
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cioe la tesi.

Esercizio 5 Divideremo la soluzione in pil passi. Definiamo

Az{zn:a—i.:aieR}

i=0 X
Passo 1 Se g(x),h(x)e A allora g(x)+h(x)e A. Ovvio.

Passo 2 Se g(x)e A allora — g(x)e A perogni ce R ¢ k>0 intero. Ovvio.

X

Passo 3 Se g(x)e A allora g'(x)e A. Infatti di(zn:ﬁJ: . ia_ﬁ :Zn:(—i cll’ﬂj

e\ X o dx x0T X

_1 _1
Passo 4 Se g(x)e Aallora i(g()c)e ij:h(x)e * con h(x)€ A. Infatti

dx
e o ws 2 i)

e la tesi segue dai primi tre “Passi” con h(x)=g"'(x)+—g(x).
p
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Passo 5 Risulta lime

: =0 per ogni k>0 intero. Infatti osserviamo che la tesi ¢ equivalente a
x> X

k

. . - 2 . . . .
dimostrare che lim x‘e™ = 0. Per dimostrarlo procediamo per induzione su k.

X—>00

. . . —_ 2 .
Base induttiva: lime™ =0, ovvio.

X—o0

Passo induttivo: supponiamo che lim xXe ™ =0 per ogni 0<i<k; ne segue, dal teorema di De

L Hopital, che

k+1)x" k+1)x*" ket
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cioe la tesi.
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Passo 6 Se g(x)e A allora lim(g (x)e © J =0. Infatti la tesi segue dal Passo 5 e dal fatto che il

limite della somma € la somma dei limiti.
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Conclusione Osservando che ¢ © =1-¢ © dal Passo 2, dal Passo 4 e dal Passo 6 segue la tesi.

Esercizio 6 (1) Posto f(x)=x—sinx sihache f(0)=0 eche f'(x)=1-cosx>0 Vx>0.
3 2
Analogamente posto f (x) = sinx—x+% si ha che f(O) =0 eche f '(x) = cosx—l+% la quale

& non negativa perché f'(0)=0 e derivandola si riconduce alla disuguaglianza precedente.

2
(2) Posto f (x) =Cos x—1+% la tesi segue dall’esercizio precedente.



Esercizio 7 Utilizzando il suggerimento si vede facilmente che derivando la funzione
xr - - o . o .

f(x)=xy—= siottiene f (x)=y—x"" e quindi tale funzione ha un massimo in corrispondenza
p

— x? e I 1 y?
del punto x = y”” 7 Siha dunque che xy—~—<y”" ——y? ! =y’ 1—— |=<— cioe la tesi.
4 p 4 q

Esercizio 8 Se y =0 la tesi ¢ ovvia. Supponiamo quindi y >0. Raccogliendo y” otteniamo

P P P
yp(x_pﬂjgy{ﬁﬂj Syvzp—l[x_pﬂj
y y y

e quindi, dividendo per y”, si ha

x\ X ! x\
(—J +1s(-+1} <2t [—J +1
y y y
posto ¢ = 2 dobbiamo dunque mostrare che
y

P +1<(t+1)" <277 (¢ +1) V20 (0.1)

Posto f(t)=(t+1)"—¢" -1, dato che f'(t)= p[(t+1)p_l —t”_lJ >0 (in quanto la funzione
h(t)=1t" & strettamente crescente se r>0), allora f & crescente. Essendo f (0)=0 risulta provata
la prima disuguaglianza di (0.1).
Posto g (t)=2""(¢"+1)—(t+1)", dato che g'(t)= p[(2t)p_l —(t+1)p_l}, si ha che

g'(t)<0 0<t<l;

g'(1)=0 =1

g'(t)>0 t>1.

Dunque il punto # =1 & un minimo per g . Pertanto 0= g (1) <g (t) cioe la seconda disuguaglianza
di (0.1).

Esercizio 9 In tutti i casi sono facilmente verificate le ipotesi del teorema di De L’Hopital
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(6) Osserviamo che

COS\/7 \/7
lim =gy 2y = limeosly =12 fim =0

(fatto che era comunque noto dai limiti notevoli). Ne segue
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