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Lemma di ricoprimento di Vitali
e

TEOREMA DI LEBESGUE-BESICOVITCH

Ricoprimento di Vitali. Sia A c RV, Sia VYV famiglia di palle
chiuse. V si dice ricoprimento fino ( o di Vitali ) di A se

Vee A, 3B.(z) €V e inf{r >0: B.(z) e V} =0

ESEMPIO. Sia A aperto. Fissato r > 0, 'insieme delle palle chiuse contenute
in A e di raggio minore di r é ricoprimento di Vitali di A.

Lemma di Vitali. Sia AcC QcRY, Q aperto di misura finita. Sia  V
ricoprimento di Vitali di A, Vo :={B€V: BCQ}. Allora

3B;eVo: BNB =0 Vi#j e LY(A\U;B;) =0

NOTA ed ESEMPIO. A non é supposto misurabile! Sia 2 aperto, ¢ > 0.
Allora esiste una famiglia numerabile di palle chiuse B; C 2 disgiunte di raggio
minore di § e tali che  LN(Q\U;B;) = 0

Prova. Nel seguito indicheremo con B,(z) una palla in V di raggio r
e centro x e con 1 = r(B) il raggio di un generico elemento B di V.
Indichiamo ; := Q. Posto

)
0y :=sup{r(B): B C {,}, sia By C ; taleche 1 :=r(B)> 51

Posiamo supporre (se no la dimostrazione ¢é finita) che Jz € A\ By e quindi
JB(z) € V tale che B C Qy:= Q4 \ By. Posto

0y :=sup{r(B) : B C Q} <& sia By C Qo  tale che ry :=1r(By) > 522

Ovviamente  B;N By = (. Possiamo supporre, come sopra, che dB eV tale
che B CQ3:=Q,\ By, e, iterando, si trova (salvo terminare la dimostrazione
in un numero finito di passi) che

¥n €N, 3B, €V taleche By C Quur = 0\ By =\ (UL, B))

5n+1
2 Y

con rpi1:=7r(Bpi1) > Ops1 :=sup{r(B) : B C Q,11} <4,



Notiamo che, siccome le palle B, sono disgiunte, allora
en S,y = LN(U,B,) < LY () < 400 = 71—, 0 = 6§, —,0.
Ci6 comporta che ogni palla B deve intersecare qualche By, perché

BN [Uzlek] =0 = BC Qn+1 = T(B) < 6n+1
A sua volta ci6 comporta che, indicata con B, la palla concentrica a B, e di raggio
r(B,) = bry, allora
(%) z€A x¢UB = Jk>n: x € By,

Infatti, €A, 2¢U)-/B; = 3B(x)eV, B(z)CQ,=Q\UjZ/B; con
B(zx) palla centrata in x di raggio, diciamo, r(z). D’accordo con quanto sopra
osservato, esiste un primo indice &k > n tale che B(z)N By # 0.

Dunque B(z) C Q. = Q\U;‘-”;llBj e quindi r(z) < o < 21y,

Siccome  B(xz) N By, # 0, concludiamo che B(z) ¢ contenuta nella palla che ha
lo stesso centro di By e raggio 5Hrg, cioé appunto  By. Da (%) segue che

A\ (Uan) C  Ug>n Bk Vn. Ma N (Ukzn Bk) < CN5N iol Tév —n 0
k=n

e quindi N (A\ (U.B,)) < en by Z r,];[ —, 0
k=n

NOTA. 1l Lemma vale, evidentemente, anche con y << LY al posto di LV. In
realtd si pué provare (cosa che qui non faremo) quale che sia p:

Lemma di Vitali-Besicovitch. Sia p misura di Borel regolare in RY. Siano
ACQCRY, Q apertodi misura finita, V ricoprimento fino di A. Allora

dB; € V,B; C 2 due a due disgiunti e tali che pu(A\U;B;) = 0.

Data ora f € L (RY), f >0, sia

|
f — 1
fiw) = lm s volBr(x)Bé | fy)dy

Notiamo che, se ¢ = vollB1 XBi, or = we(%), ¢ fiz) = limsup(f *¢,)(z). In

r—0

particolare, f* é misurabile.



Lemma 1. Sia fe LYRY), f>0.Se ¢>0 e AC {f* > c}, allora
/ f(y)dy > cLN(A) V Q aperto contenente A
Q
In particolare, A C {f*>c}, A misurabile = [f>cLV(A).
A

NOTA Di pid, se f é anche continua, dal teorema della media segue che f* = f
ed la conclusione del Lemma non ¢ altro che la diseguaglianza di Chebiceff.
Prova. Sia AcC{x: f*x)>c}, di misura finita. Fissato 0 < e < c,
€A = I —0 ! / fly)dy >
x ri—0: ——— c—€
! vol B, () v =
’ BTJ' ()
Dunque, V :={B,(z): z € A, ﬁ(w) [ f(y) > c—¢€} éun ricoprimento
" Br(x)

fino di A. Fissato Q) aperto, A C €2, dal Lemma di Vitali otteniamo
dB; €V, B; C Q palle chiuse disgiunte tali che LY (A\U;B;) =0 e quindi

L

1

C— €

L /f Ve >0

C— €
Q

L¥(A) < LY ((A\U;B;) U; B;) < D _wol(B)) <
J
In particolare, se ; := {|z| < j}, LN{f* > ¢} N Q) <1 [ f < +o0Vj, e quindi
{f* > ¢} ha misura finita e quindi il risultato vale per ogni A C {x: f*(x) > c}.
I Lemma 1 ha la seguente (ovvia ma importante) estensione:

Lemma 2. Sia v misura di Radon. Allora, per ogni ¢ > 0, é vero che

AcC {x: hrfljélpmzc} = v(A)>cLN(A)

Prova. Fissato € € (0,¢),

B,.
reA = Ir;—0: MZC—C
vol(B,,())
Dunque, V :={B,(z) : vf)gg;ff;;) > ¢ — ¢} ¢éun ricoprimento fino di A. Siano

aperto contenente A e Q, :={x € Q: ||z|| <n}. Sia A4, := ANQ,. Dal Lemma
di Vitali otteniamo



3B} € V, B} C Q, tali che LY (An \ UjB?) =0. Come sopra,
1

cC—¢€

> v(B}) <

J

v(€,) Ve > 0

CcC—€

LYN(A,) <Y vol(BY) <

e quindi cLY(A) = clim LN(A,) < v(Q) e la tesi segue dalla regolaritd di v.

Corollario 1.  Sia v misura di Radon singolare rispetto a LY. Allora
I/V]\E(Béifx);) —.—0 0 gq.o0x
Infatti, sia LY(Z) = 0 = v(Z¢). Allora, per ogni ¢ > 0, si ha
LNz hr?jélpm >c} = IN{x ez lilzljélpm >} <
< iy({x SIVAS hr?jélpm >c})=0

NOTA. Usando Vitali-Besicovitch, si ottengono versioni del Lemma e del Corol-
lario con g misura di Radon al posto di LY.

Il Teorema di differenziazione di Lebesgue

Sia  fe L, (RY). Allora

1
vol(B,)

[ 1@ = fw)ldy =00 go.

By (x)

In particolare, wl(lBr) B{ ) f)dy —r—o f(x) qo. x

NOTA. Se f é continua, la conclusione é vera per ogni x:

1

Vr, 3E(r) € B.(z) : vol(B.)

| 1w = F@ldy = [7E0)) = F(@)] =0 0

By (x)

Prova. Possiamo supporre, sostituendo f con f xg,, , che sia f € L'(R"). Posto

1
L(z) := limsup

B / |f(z) = f(y)| dy si tratta di provare che
r—0 VO r
B, (z)

4



IN{z: L(z) > a}) =0 Va>0. Fissata ¢ € C°(RY)

siha L)< lmswp | [ (1) = wl)] + o) - ) dy| <
" Bi(z)

< |f(@) — @) +|f — off(z). Fissato a >0 si ha quindi

fe: L) 2 a} C {o: [f@)-p@] =35} U fo: (-9 2 3)

e quindi, per il Lemma 1, IN{z: L(z) > a}) <

< I¥{e: @) -e@] 2 gD+ L(a: 1 —elf@) 2 3

O |
—

4 o
|f—90|+/’f—§0’ S*/\f—w\ e quindi
RN aRN

[f=wl>

wR

L"{z: L(z) > a})) < i inf{/ If —¢| : goECgo}O

NOTA. Lo stesso risultato vale sostituendo alla misura di Lebesgue una qualsiasi
misura di Radon (Teorema di Lebesgue-Besicovitch).

Corollario 2. Sia p misura boreliana finita in RY, = fae + pts  de-
composizione di Lebesgue di y rispetto alla misura di lebesgue LY. Allora
de = dLNY T =0 vol(B,)

esiste LY-quasi ovunque, é L"-sommabile e

_ [ dp
- JedLN

Infatti, per Radon-Nikodym, esiste f € L'(RY) tale che pu.(E) = [pfdL".
Quindi

fac(E) dL™

w(B. ()  fpuw f o+ ms(B(x))
vol(B,) vol(B,)

in virti del Teorema di differenziazione di Lebesgue e del Corollario 1.

—, f(x) LY —qo. x

NOTA. Il Corollario 2 vale anche con v misura di Radon al posto della misura
di Lebesgue.



Derivabilita quasi ovunque e Teorema Fondamentale del Calcolo.

Il primo importante risultato di questa sezione é la derivabilita quasi ovunque
delle funzioni monotone (in R). Cominciamo con una importante classe di funzioni,
le funzioni integrali.

Proposizione 1.  Sia f € L, .(R), F(z):= [ f(t)dt.  Allora

d xr
F é derivabile q.0. e —F(x) = e /f(t) dt = f(z) qo. x
Zo

e quindi  F(z) = / F'(t)dt e F(b)— F(a) = / F'(x)de  Ya,b

Prova. Applicando L-B, otteniamo quasi per ogni x,

T+Tr T+ T+Tr

s = gl =1 [ fed— [ e <

< 2 75 - @) ar

— — f(z)] dt —,_

= 2fr] Ja—pl ’
La seconda affermazione segue dalla prima: F'(z) = f(z) q.o.

Dunque, innanzi tutto, ogni funzione integrale é derivabile quasi ovunque. E
pero chiaro che ci sono funzioni derivabili q.o. che non sono funzioni integrali. Ad
esempio X[o,+o0)( infatti, come vedremo, le funzioni integrali sono continue , infatti

assolutamente continue). E allora naturale chiedersi
Problema 1.
Quali ipotesi garantiscono che una funzione € deriwabile quasi ovunque?
Un’altra proprieta delle funzioni integrali é quella di lasciarsi ricostruire a partire
dalla loro derivata (piu precisamente, per ogni funzione integrale 1'oscillazione tra

due punti a < b é uguale all'integrale della sua derivata calcolato tra a e b): per le
funzioni integrali vale il Teorema Fondamentale del Calcolo



E per6 evidentemente falso che ogni funzione derivabile q.o. si possa scrivere come
integrale della sua derivata (q.o.), se non altro perché la derivata potrebbe non es-
sere integrabile, come nel caso della funzione f(z) = 2?sin =5 se z # 0, f(0) = 0.

Ma pué ovviamente accadere che una f abbia derivata quasi ovunque, per di pit in-
tegrabile, senza per questo coincidere con I'integrale della sua derivata. Ad esempio,
la funzione di Heavyside, X[o,4+o0), ha derivata nulla in ogni z # 0, ma, non essendo
costante, la sua oscillazione non ¢é zero e non ¢é quindi l'integrale della sua derivata.
Un esempio ancora piu drammatico é dato dalla funzione di Cantor, che é mono-
tona, continua, derivabile q.o. (ovunque fuori dell'insieme di Cantor) con derivata
nulla quasi ovunque, ma, non essendo costante, la sua oscillazione non é zero e non

¢ quindi l'integrale della sua derivata.
Problema 2.

Caratterizzare le funzioni F derivabili q.o. e con derivata (localmente) sommabile
tali che -
F(z) = F(a) + / F'(t)dt  Vz,a

Nel tentativo di caratterizzare le funzioni che si possono scrivere come funzioni
integrali, per le quali vale quindi il TFC, deriviamo innanzi tutto una semplice con-
dizione necessaria.

Funzioni Assolutamente Continue (AC). Sia FF:R —-R.
Dati I; = (a;,b;), j=1,...,p, ;NI; =0 Vi# j, scriveremo

p
wlF {aj, b} =D _|F(b;) — Fay)]
=1
F sidice ACin [a,b] se  Ve>0, 30 > 0:
p
2.0 —a;) <6 = w[F{a; b} <e
=1
Proposizione (le funzioni integrali sono AC). Sia f € L'([a,b]), zo € (a,b).

Allora .
F(z) = / f(t)dt & AC in [a,b]

p b
Infatti w[F,{a;,b;}] = X | [ fI< [ |f] e’AC segue dalla assoluta continuitd
Jj=1 a; Upfl[aj,bj]
=

dell’integrale.



Vediamo adesso una classe di funzioni che, al pari delle funzioni integrali, sono
derivabili ¢q.o. ma che non sono in generale AC.

Funzione distribuzione di una misura di Radon in R.

Se p é misura di Radon in R, tale che pu((—o00,x)) < 400 Vx, resta definita
la funzione distribuzione di p :

Fulw) = pl(=00,2)) = [ dp

ESEMPI.

Se p é assolutamente continua, per Radon-Nikodym esiste una f > 0 Lebesgue

integrabile, tale che p(E) := [ fdx ed allora F,(x) = f fdz non é altro che la fun-
E —0o0

zione integrale di f, e quindi F), é derivabile quasi ovunque con %,u((—oo, x)) =
f(z) quasi ovunque e quindi anche

Fu(e) = nl(~o0,2) = [ Su((=o0,t)dt = [ Fl(t)d

cioé per F,(x) vale il TFC.

Se p é singolare, allora u((—oo,x) é derivabile quasi ovunque con derivata
quasi ovunque nulla. Cié segue dal Corollario 1:

ps (L2 — [tz + [¢[])
2]t]

| (00,7 + 1)) — (00, 2))] | < 2 Sy

Combinando quanto sopra, troviamo che

dF,

d
() =% qox.

Proposizione. [, ¢ deriabile L'-quasi ovunque e

Infatti, dal Corollario 2:
dp : - [ dp
w(E) = /d—dx—i-,us(E) VE boreliano, e quindi  F,(z) = / Edt—l—,us((—oo,x))
T
E —00

Per quanto visto, us((—oo, z)) ha derivata nulla q.o.. Si pué scrivere:

T

Fua) = [ Fioyde + po((~00,2)

— 00



Proposizione .  F), é (AC) se e solo se p é assolutamente continua.

Prova. Se 4 é assolutamente continua, ovvero s = 0 si ha Fj,(z) = [ %‘ dt e

quindi F), ¢ AC. Viceversa, sia F), assolutamente continua. Allora

ACU; (ab). 3 (b —a) <6 = p(A Si u(la;. b))
< Slul(-o0b) = ul(-o0.a)] < 3 (Fy) - Flay)] <

Dunque L'(A) =0 = u(A) =0.
Problema 1 bis.
Quali funzioni sono distribuzioni di misure? (e quindi derivabili q.o.)
Condizioni necessarie perché una F’ sia funzione distribuzione di una misura é che
i) F' sia non decrescente e F'(—oc0) =0

ii) F' sia continua a sinistra in ogni punto

Infatti
r<b= F(b) - F(zx) = p((—00,b)) — p((—00,2)) = p([2,b)) —sp— p(0)
r>b= F(r) = F(b) = p((=00,2)) — u((=00,b)) = u([b, SU)) —pt ({0}
In particolare, una F), é continua in b se e solo se u({b}) =

Proposizione. F' ¢ funzione distribuzione se e solo se F' é non decrescente,
continua a sinistra in ogni punto e i%f F=0.

Si tratta di costruire una misura di Borel pp tale che F(z) := pup((—o0,x)) Vo
Sia
pr(A) == inf {j§1 [F(bj) — Fa;)]: A C U [ag, b))

E facile vedere che pp ¢ misura metrica e quindi Boreliana ed infatti di Radon
(u si chiama misura di Lebesgue-Stieltijes generata da F'). Inoltre , chiaramente,
p(la, b)) = F(b) — F(a) equindi  pu((—o0,x)) = F(x) VzreR

ESEMPIO. Sia F(z) = X400 E F(2) = 6((—00,2)).



Corollario: le funzioni monotone ( o differenze di funzioni monotone)
sono derivabili q.o. con derivata localmente sommabile.

Discutiamo ora il Problema 2. La formula di Torricelli-Newton per F' monotona
( con F(—o0) = 0) dice che

F(z)= [ F'(t)dt & (up)s =0 & pp € assolutamente continua.

Dunque, nella classe delle funzioni monotone la validita di (TN) equivale alla
assoluta continuita.

Definizione di funzioni BV (funzioni a variazione limitata)

F¢BVin [a,b] se  VY(F):=sup{w[F, {a;,b;}] : (a;,b;) Cla,b]} < +o0

a

Esempio. Le funzioni monotone limitate, la differenza di funzioni monotone limitate.

Lemma. Sia F' funzione BV in [a,b]. Allora

(i) V*(F) énon decrescente e r<y = VIF)=VIF)+VIF)
(i) G(x):=V*F)— F(z) é non decrescente

(i) FéACin [a,b) = FéBVina,b] e VF(F) é AC.

La (i) si verifica facilmente. La (ii) segue da x <y = F(y)— F(z) < VY(F).
(iii): Fé6AC = 3§: VH(F) <1 Vx € [a,b—4]. Ci6 implica che F é BV.

Proposizione. Se F' é BV in [a,b], allora F € derivabile q.0. in |a,b].

Inoltre, vale (T-N), cioé F(z) = F(a)+/ F'(t)ydt  seesolose F éAC

Estendiamo F' : F(z) = F(a) Vz < a, F(z) = F(b) Yx > b. Dal Lemma
segue che F =V*(F)—[V¥(F)—F] ¢édifferenza di due funzioni monotone limitate
e quindi é derivabile q.o. Se poi F' é AC, allora F' = F| — F; con F; nondecrescenti
e AC: (T-N) vale per le F; e quindi vale anche per F'.
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