AMD5-2010: Settimana 4
SPAZI L?
Sia g misurasu X, p>1. LP = LP( X, p):= {feM: [|fPdu < oo}
X
Siccome p>1 = (MQM)I’ < M Vs, teR, é
frgell = f+gell

e quindi, facilmente, LP ¢é spazio vettoriale. = Nel seguito, L? indichera L?
quozientato rispetto al sottospazio N := {f =0 q.0.}.

— Se X = N e p é la misura che conta, [P := LP(X, ) é lo spazio delle succes-

sioni a := (ay)nen di potenza p-esima sommabile con norma |ja|| = >0, \an\p]%
DISEGUAGLIANZE di HOLDER, di MINKOWSKII .

Siano f, g misurabili. Se p > 1, allora
1

/!f + g7)r /\f!p )P+ (/\g\p)% (Minkowskii)

Se p,qg>1, % + 2 =1 (i.e. p,q sono ’esponenti coniugati’), allora

1
q

[1ral < (f1me ([ 1gms (Holder)

Una elementare diseguaglianza di convessita.

1 1 tP s
p,qg>1, -+ -=1 = st < —+ — Vs t>0
p q p q
Da d%(% —r + %) = P71 — 1  segue che r = 1 é punto di minimo assoluto.
Da% —r + é = 0inr =1, segue r < %7’” + % Vr > 0. Scrivendo (se s # 0)
T =
Holder segue ponendo t = LF@)] , 5 = @l integrando. Minkowskii segue

(f 150y ([ 1gl7)?
da Holder: 1+ 22 =1 = |f+g[" < |f+gP" [fl+|f+g" |g]

= [l < (JUraan T (fumr (15 ean) s ([ g



COMPLETEZZA degli spazi L”. Sia p > 1.
(i) 1fllp = (Jx |fIP d,u)% ¢ una norma su LP.

(i)  LP dotato di tale norma é uno spazio di Banach, ovvero

fn Gva an _mep _>n,m—>ooo = EIfGLp3 an - f”p_)o

Si prova esattamente come nel caso p = 1: sia gr = fnk tale che
lge+1—gklly < g Posto  F, =37 lgea—gkl, ¢ [[Fall, <XPsr <1 Vn
e quindi  F(z) := lim, F, é in L? per il Teorema di Levi, e quindi

e}

Z lgke1 — gr| < o0 q.o.
1

f(z):= 1i’£n[gl +(g2—g1)+ .-+ (9 — gx—1)] = lim f,,  esiste finito q.o.
Inoltre | fn,| < F+|g1] equindi|f,, |’ é equidominata e quindi [ | f,,, — f|? — 0.

Infine, essendo f,, di Cauchy in L?, [|f, — f|? — 0.
DISEGUAGLIANZA di INTERPOLAZIONE .

Siano 1 < p < ¢, 6 € [0,1] tale che + =2 + %9. Allora

e |Fle < IFIC AN

Infatti, 2> e (1f9)r sono esponenti coniugati e quindi

S = [ e < (i fum s

DISEGUAGLIANZA di HOLDER GENERALIZZATA .

-—| hSEENS

ferl’!nNl! = fel" Vrelp

Siano f € LP g € L?. Allora
1 1 1
—=—+=-<1 = |fgll, <Ifllp gl
rop g S

Basta applicare Holder con esponenti 2 e

S el < /mp% ([ 19197

‘S\Q



L? e gli spazi di HILBERT

Il = JIfP =< fif> ove < fg>:= [fgdu VfgelL® éun
prodotto scalare (ovvero una forma bilineare simmetrica positiva) in L.
Notiamo che la diseguaglianza di Holder, con p = ¢ = 2 da la ben nota

|/fg| < I fll2 llgll2 diseguaglianza di Cauchy-Schwartz
Lo spazio L? é uno spazio di Hilbert:

SPAZI DI HILBERT . Un Banach (H,||.||) é Hilbert se |z|| = /< z,z >
Vx e H, ove < x,y > é un prodotto scalare in H ovvero ¢ forma bilineare e

<r,2y>=<y,x> Ve,ye H, <z,z>> 0VereH, z+#0

Le seguenti (ben note) proprietd si verificano facilmente:

Cauchy-Schwartz : | <z,y>| < ||z|| ||yl Vez,ye H
Pitagora : <zy>=0 = |z+y|*>=zI*+|ylI* Vz,ye H
Regola del Parallelogramma : lz +yll* + ||z — > = 2(||z]|* + ||ly||*)

Lemma. Sia C C H convesso (cioétx + (1 —t)y € C Va,ye C,te0,1]) e
chiuso. Allora esiste un unico he € C tale che |h—he|| < ||h—z||Vz € C. Inoltre

<h—hc,x —he><0 VxeCl

Prova del Lemma Posto d := inf,cc ||h — z||, sia x,, € C' minimizzante,
cioé ||h — z,|| —, d. Dalla regola del parallelogramma

M_h]

dd+o(1) = 2(|h=zplP*+h—zm|*) = llen—zm|*+[|2[==

I* > |20 —2m|*+4d?

perché || 2252n — h|| > d in quanto 2522 € C. Dunque z, é di Cauchy e quindi
converge, necessariamente ad un elemento he € C perché C' é chiuso. La regola
del parallelogramma assicura, allo stesso modo, 1'unicita di tale punto di minimo.
Infine, da ||h — he|| < ||h—z|| Vz € C, segue, fissato x € C, che per ogni t € [0, 1]

|h—he||? < @u(t) = ||h—(to+(1—t)he)||* = ||h—hel||* +2||z—ho||*4+2t < h—ho, he—2 >

ovvero ¢, (0) < ¢, (t)Vt € [0,1] e quindi 0 < ¢/ (0) =2 < h—ho,h¢c—x > Vr € C.

Se il convesso C' viene sostituito con un sottospazio vettoriale V' di H, allora
< h—hy,x >=0Vz € V(diremo che h — hy é ortogonale a V') e si trova la



PROIEZIONE ORTOGONALE : SeV € sottospazio lineare chiuso di H,
Vhe H 3l hyeV: <h—hy,v>=0 WYoeV

Tale vettore si chiama proiezione ortogonale di h su'V e si indica Pyh.
L’operatore h — Py (h) € una proiezione lineare di H in sé ed é continuo:

P; =Py,  Py(rh+sk)=rPy(h)+sPy(k) VYr,seRhkeH
[1Pv(h)| < bl Vhe H

Infine, indicato V+ :={h€ H: <h,v>=0 Yv €V}, risulta KerPy=V"*
Unicita: v, m eV, <h—v,v>=<h—v,v> YveV =

<V —v,0>=<h—v,v>—<h—wvmv>=0 YveV =uv =1u
Linearita: Da <h— Pyh,v>=<k— Pyk,v>= 0 Yv eV segue
<rh+sk—(rPyh+sPyk),v >=0 YveV =  Py(rh+sk)=rPyh+sPyk
per I'unicita.

Poi, siccome Ppv =v Yv eV e PPheV Vhe H, Py éidempotente.
Inoltre, Pvh=0<< h,v >=0 YveV.

Continuita:  Per Pitagora:  ||h||> = ||(h—Pyh)+ Pyhl||*> = ||h— Pyh||*+| Py h|)?
> ||Pyh||>  Vh € H. Dunque ||Pyh| < ||h|| e ||Pvh|| =||h|| & Pyh = h.

Corollario: V=V = H=VoV.L
Infatti VNV+L = {0} ed ogni h € H si scrive come h = Pyh+(h—Pyh) € V+V=+.

SISTEMI ORTONORMALI (SO) : See; € H sono tali che < e;,e; >= 9,
(ej)jen € sistema ortonormale. Se V,, =< ey,...,e, >, allora V,, é chiaramente
completo e, siccome < h — 3, < h,e; > ¢;, ¢j > =< h,e; > — < h,e; >= 0,
concludiamo che .

PVnh:Z<h,€j > €5

=1
In particolare 37, | < h,e; > [* = |[P,hl]> < ||h* Vh e H, Vn e N e quindi

Diseguaglianza di BESSEL : YR <hye; > <|h]> YheH



BASI ORTONORMALI (o Hilbertiane) .

Sia e; sistema ortonormale e sia V' := <e; > la chiusura della varietd lineare
generata dagli e;, cioé  h € V < h é limite di combinazioni lineari degli e;.

Dato h € H, da Bessel segue che la successione h,, := 37 | < h,e; > e; é di Cauchy,
perché ||y — hal®> = 3022 | < h,e; > |? ed ha quindi un limite, che indichiamo

n—-+o0o

o) n
Z<h,€j>€j2: lim Z<h,€j>€j
Jj=1 Jj=1

Esattamente come sopra Prh =322 <hye; > e Vhe H

Infatti, usando la linearitda e continuitd dei funzionali x —< k,x >, troviamo
< lim,, ?:1 < h,e; >ej,e; >= lim, < Z;LZI < h,e; >ej,e; >=<h,e; > e quindi
<h—=3752 <he >eje >=0 Viequindi, di nuovo per linearitd e continuita,
<h—=3%<he>e,v>=0 YveV.

Proposizione. Sia e; sistema ortonormale. Allora, le affermazioni

N)Vi=<e>=H la varieta lineare generata dagli e; é densa in H
j j
(i) h =352 <hej>e; VheH (e; é base ortonormale)
i) |z]|? =3 | < @z,e; > > Vere H identita di Parseval
j J
(iv) <z,e;>=0 Vj = x2=0 (e; € sistema completo)

sono tra loro equivalenti.

Nomenclatura. Supponiamo e; sia base ortonormale. Allora:
=352 < h,e; > e; sidice sviluppo in serie di Fourier (nella base e;) di h
-< h,e; > si dicono coefficenti di Fourier di i(nella base ¢;).

Prova (i) V =H< Phh=h Vh< (i) & [|[Prh|| = b Vh < (i)

(ili) = z = 0 se < z,e; > Vj, ovvero e; é completo, ovvero(iv).

(iv) = (i), ovvero V = H, perché se no esiste h # 0,h € V+ e tale quindi che
< h,e; >=0V]j.

Un esempio importante: ¢; := %, t €[0,2n], j € Z formano un sis-
tema ortonormale completo in  L%([0, 27]). Ci6 segue dal teorema di Weierstrass
(ogni funzione continua in [0, 27| é limite uniforme di polinomi trigonometrici) e del
fatto che, come vedremo, se 2 é aperto in RY, C°(Q) (spazio delle funzioni C*(€2)
a supporto compatto contenuto in €2), é denso in ogni LP.



Un Hilbert separabile ha un sistema ortonormale (numerabile) completo.

Infatti, se D é numerabile e denso in H, da D si pud costruire un insieme
numerabile di vettori linearmente indipendenti f; tali che la varietd lineare < f; >

coincide con < D > e quindi < f; > é densa in H. Posto e; = H;—iu e quindi,
induttivamente, e, = —2*- ove
l[vr+1ll
k
Vg1 = frg1 — Z < fre1,€5 > €
=1
(proiezione ortogonale di fi, sulla varietd < ej, ..., e, >1: procedimento di ortonor-

malizzazione di Gram-Schmidt) si ottiene un sistema (numerabile) ortonormale che
genera una varietd lineare densa (e quindi é completo).

Proposizione 2. Ogni Hilbert separabile ha una base hilbertiana.

NOTA. Sia e; base ortonormale. Da Parseval: z — (Fz); :=<uz,e; >, v € H
é una isometria ( lineare) di H su [% (Suriettivita: (aj)jen, 25 la)* <
+oo = z:=)jaje; € H étaleche (Fux);=a;.)

Teorema di isomorfismo. Ogni Hilbert separabile é isometricamente isomorfo a 2.

NOTA. Pit in generale, ogni Hilbert é isometricamente isomorfo a un L*(X, i),
ove X ¢é l'insieme degli indici di una base hilbertiana per H (eventualmente non
numerabile) e p é la misura che conta.

SPAZIO DUALE . Sia H':={l:H — R: [ ¢ lineare e continuo}

H' é spazio lineare. Dotato della norma degli operatori  [|/I|| := sup, “H(Jfﬁ' é

uno spazio di Banach. Tale spazio é detto duale algebrico topologico di H.

TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE DI RIESZ .

Per ognil € H' esiste h € H : tale che l(z) =<x,h> VreH

Prova. Se l(z) = 0 Vax € H, basta prendere h = 0. Altrimenti, [ con-

tinno = V := [71(0) é sottospazio lineare chiuso proprio di H, e quindi esiste
h # 0 tale che < h,v >= 0 VYv € V. Posiamo supporre ||h|| = 1. Siccome
l(x — %h) = Vx € H, abbiamo che < h,z — %h >= (0 Va € H ovvero

0
l(z) =<xz,l(h)h >.



NOTA. Dato h € H, il funzionale I,(x) :=<xz,h >, x € H, é lineare , e, per
Cauchy-Schwartz, continuo e quindi I, € H'. Inoltre, 'applicazione T : h — [,
di H in H' é lineare ed isometrica, cioé | T'(h)|| = ||ln]| = ||| - Il Teorema di Riesz
dice che T é isometria suriettiva, ovvero

Corollario ( RIESZ ) . Ogni Hilbert é isometricamente isomorfo al suo duale.

CONVERGENZA DEBOLE

Ricordiamo che z,, —, x (z, converge in norma, o fortemente ad z) se
|ltn —z|| >0 e =z, € Hsidice limitata se sup, ||z,| < +oo.

NOTA: successioni limitate in spazi di Hilbert di dimensione infini-
ta  non hanno in generale sottosuccessioni convergenti. Ad esempio,
se ej,j € N ésistema ortonormale, allora [le; —¢||? =2 se i#j e

quindi  e; non ha estratte convergenti.

Definizione (=" = 7 converge debolmente’).
Tp —y 0 e <z, h>—,0 VheH
Si dice che =z, =,z se (z,—z)—,0. Dalla diseguaglianza di Bessel
segue ad esempio che, se  ej,7 € N  ¢é sistema ortonormale, ej —; 0.

Proposizione 3

i) zp —2x = z,—px (ma non viceversa !)

(i) 2 —=nz, Yn —ny, o, feR = az,+ Py, =, ar+ Py

(ili) z, =& = liminf|z,| > ||z|

Prova. (i) | < xp—x,h> | < ||h]] ||zn — 2| —» 0. (ii)  ovvia

(iii) Possiamo supporre = # 0 . Allora
x

i
]l ]l

NOTA. Da (iii):’la norma ¢ ’inferiormente semicontinua rispetto alla convergenza
debole’.

| < @, >| <zl = lzf] = lIm| <y, > | < liminf ||z, ||



Teorema (uniforme limitatezza). =, =,z =  sup, ||z.| < +oo
Lemma di Mazur. h, € C chiuso e convesso, h, -, h = heC.

Prova. Sia h¢ la proiezione di h su C'. Siha < h—hg, h,—hc >< 0 Vn, perché
h,, € C. Passando al limite otteniamo ||h — h¢||* < 0 e quindi h = h¢e € C.

Proposizione 2
) @ =02 Yp—y = <ToYa>—n<1,y>

(i) <e; >=H, <xp,e; >—, 0 Vi, sup, |z, <+00 = x,—,0

Prova. (i) | <xp,yn>—<z,y>| = | <xp—2,y> + < Tp,Yn—y>| <
< | <zp—z,y>| + llyn — ¥yl [|zn]] —n 0 perché x, ¢ limitata
(i) <zp,h>—,0 Vhe<e >. Se hi € < ej >, hi, — h, allora

| <xp,h > | < | <xp,hp >|+]|<axp,h—hy>| = limsup,| <z, h>|<
|\hi — k|| sup, ||zn]| VE€Nequindi limsup,| <z, h>|=0.

Compattezza debole. Sia H Hilbert separabile. Allora
r, limitata = r, ha una estratta debolmente convergente.

Prova. Sia e; base ortonormale. Siccome z, é limitata, basta (vedi Propo-
sizione 2-(ii)) provare che 3 oz, 1 <z, >—p< x> VjEN

Siccome | < x,,e1 > | < sup, ||z,|| < +00,  esiste una ( prima) selezione di
indici  n; = njl e un numero ¢; tale che ¢ = lim; < [L'jl-, e; >.  Effettuando
una (ulteriore) selezione di indici n?, troviamo che  d¢; = lim; < x,2,¢; >

J
i=1,2. Effettuando k successive selezioni di indici ~ (n¥™");en C (nf)jen  ed
applicando il metodo diagonale di Cantor troviamo che lungo la sottosuccessione

(diagonale)  ny := nf  siha de; = limg < @y, e, > VieN

Da N2 =1lmp XN, | < xp,e > |2 < sup, ||7a]|? VN segue che

oo

2,6 < +oo. Resta quindi definito il vettore in H dato da  z := >7°, e,

avente appunto la proprietd < z,e; >= ¢; = limy, < 2y, ,€; >.

NOTA. L’ipotesi di separabilitd si pué facilmente eliminare, argomentando
nella chiusura della varita lineare generata dagli x,, (che é appunto separabile).



Esercizi e complementi 4
Spazi L

+... —|—i = ]% < 1. Siano fi,..., f; misurabili.

1
Provare che (f|f1fl|p)% < (f|f1|p1)ﬁ~--(f’fl‘pl)%

Esercizio 1. Siano p; > 1,

Esercizio 2 . Data f Lebesgue misurabile in R", ¢t > 0, sia f;(z) = f(tz).
Provare che
(i) f; € misurabile, i) fell=fielr e ||fill, =t *2lfll,

Esercizio 3. Siano f,, € LP(X) tali che sup,, [y |fn|? < +o0. Provare che
liminf |f,| € LP, mentre puo accadere che [limsup |f,| = +o0.

Esercizio 4. Sia pu(X) < 4o00. Siano 1 < s < t. Provare che

i) felL' = felL® elinclusione L'CL*® & stretta
(i)  linclusione L' C L¥ efalsase pu(X) = +oc.

Esercizio 5.  Sia f, successione limitata in LP(R"), p > 1. Provare che

fomtogon [IBF = [UF = lfa=fl—0

Esercizi sugli LP: cenni di soluzione
Esercizio 2 . FE misurabile, A C tE, B C tE* = %A

¢ misurabile. Inoltre, yg(tz) = X1p € misurabile e [ xe(tz)du(x)

($)"w(E) =t [ xg. Infine, se 0 < f é misurabile e 0 < ¢; < @;11 < f, allora

[ w)dpta) = tim [ GHta)aut) = e [
Esercizio 5. Dallle ipotesi ed usando Fatou segue che, se E é misurabile

J1f1P =Ty, [ | fol? = Y [[ | ful” = [z | fal?) = e |fIP

e quindi lim,, [z |fa|? < [z |f[P e quindi, di nuovo per Fatou, lim,, [ |fu? = [5|f[?-
Cié assicura 'uniforme assoluta continuita degli integrali e quindi ’applicabilita del
Teorema di Vitali, e quindi || f, — f||, —=» 0.




SERIE DI FOURIER DI FUNZIONI L2([—r, 7])

Indichiamo con  Cy, lo spazio delle funzioni continue in R a valori complessi
che sono 27 periodiche, dotato della norma della convergenza uniforme in [—, 7]

Cor = {feCR,C):  [flt+2m)=f(t) VieR}, |flleo:= sup [f(t)]

te[—m,m]

Tra tali funzioni é definito il prodotto di convoluzione
frg )= [ 1= gls)ds

Indicheremo con  P7 il sottospazio dei polinomi trigonometrici, ovvero il sot-
tospazio lineare generato da €%’ : j € N.

Esercizio 1 . Provare che

(i) fxg = gxf (i) fe€Cou, gePT = [fxgePT
Esercizio 2. Siano g, € Cy, tali che
gn(t) >0 WVt /gnzl Vn € N, /gn—>n0 Vo >0
“n 1>5
Provare che  fxg, —, f uniformemente in [—m, 7).

Esercizio 3. Siano
1+ cost 1 et 4 e g
2 i

Provare che le ¢,  soddisfano le condizioni dell’Esercizio 2 e concludere che
PT  é denso in Cor.

Esercizio 4. Sia f € L*([-n,n]).  Provare che
Ve >0, 3. € Coll-m,)) [l -0l <e

e concludere che ﬁ sin kt, ﬁ coskt, k&N ébasehilbertiana in L*([—m, 7]).
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SPAZI DI HILBERT, CONVERGENZA DEBOLE

Esercizio 1. Provare che z,, = z = sup,, ||z,| < +oc.
Esercizio 2. Sia C chiuso e convesso in H. Provare , usando il Lemma di
Mazur, che se  x, — =  allora esistono  Z,, combinazioni lineari convesse

degli x,, tali che ||Z,, — x| —, 0.

Esercizio 3. Sia C convesso e [':(C — R funzionale convesso e continuo.

Provare che z,€C, z,—x = liminfI'(z,) > [(x)
Esercizio 4.  Sia C' chiuso e convesso in H, ' C—=R continuo e
coercivo: z, €C, Nzy|| = 400 = I(z,) — +o0

Provare che dJreC: infel =T(x).
Esercizio 5.  Provare che z, =z, ||z,|| — ||z|| = |lz.—z| — 0.
Esercizio 6. Sia L € £ (H) ( operatore lineare e continuo in H).

Provare che esiste un (unico) L* € L(H) taleche < L*z,y>=<ux,Ly >
Vz,y € H (operatore aggiunto di L) e dedurre che T, ~x = Lz, — Lx

Esercizio 7. Provare che [, e™*dx — OVA C [0, 7] misurabile e dedurre che , se
ng < Ngy1, linsieme {z €]0,7]: sin(ngzr) converge } ¢ di misura nulla.

CENNI DI SOLUZIONE

Serie di Fourier in L?([—7,7])

Esercizio 1 - (ii). Sia g¢(t)=Y",¢;e7". Siha

(Fr9@®) = [ f(s lz ew_s)] ds=3" [ey [ 7o) ds] e

—T j:l Jj=1 —T
Esercizio 2. |(f * gi)(t) — f(t)| = _}; F(t—s) gu(s) ds —_}; F(t) gi(s) ds| <
< [ Wt=9=f0 ads +20fll [ al)ds < € + 2]
|s|<6 |s|>6

11



se 0<d, |s|<o = |f(t—s)—f(s)|<e e k>k = [ g <e
[t|>6

Esercizio 3.  Si tratta di provare che [ gr(s)ds — 0 V§>0.

s[>
. o 1k ol Tk
B o ::/ {JFQCOS} At > 2/ [JFQCOS} sint dt =
-7 0

k+1 4

d 1 t
{jLCOS = —. Quindi

2

4
k+1
1 k+1 1 51"
— /gk(S)dSS (kU [HOS] —, 0 Y5> 0

% iz : ?
Esercizio 4. Possiamo supporre f =0  fuoridi [—7,7m] e infatti
1 1 ,
f=0 Vited|[-n+—,m——] perché
n n
[If - fX[—n+i,7r—l]|2 <e senégrande (assoluta continuitd dell'integrale).
Siccome f = ft— f~, Dbasta provare che
se g>0 gelL*R), g(t)=0 Vit ¢ [—7r+%,7r—%], allora
Ve>0, 3jeCo((—mm)): [lo—g < e

Siccome poi esistono funzioni semplici  0< ¢, <g con ¢, < ¢,y1 pun-
tualmente convergenti a f, e quindi (convergenza monotonal!) convergenti a g anche
in L?, basta provare che,

se EC|-m+ L m—1] ¢ Lebesgue misurabile , allora
Ve>0, 3 heCCy(—mm): /|XE—h|2§6
Ma ci6 segue subito dal fatto che

YVe>0, 3 K. C E C O. C (—mm): LY O\ K,) <ce¢

con K. compatto, O, aperto.
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Infatti, dato § >0 tale che d(z,K.)<d = x€0O, basta prendere
con v(0)=1 e ~(t)=0set>9:

oe(r) = y(d(z,K.)) ove ~veC(R)
J16e=xuP <4 [ xoak, =ALHON Ko < 4e

Spazi di Hilbert, convergenza debole

1. Posto y, ==z, —x é y, — 0. Se y, é non limitata, allora, per una
sottosuccessione (ancora indicata y,), si avra  ||y,|| > 4™ e quindi

< Yn, h>—,0 VheH

g = A" la] = 4",
[
Basta quindi provare che se ||h,|| = 4" allora non pué accadere che h, — 0. Per
provare tale affermazione, poniamo
> 0; h;
h = 2 loj| =1 Vj
25 Tl "

J=1

e proviamo che, per una scelta opportuna dei o; risulta | < hj, h > | —,, 400. E

— 0 h;
— S 2L o>

n-1 _ , A
IS5 < > e =1 E 5 < by >
Se scegliamo o7 := 1 e, induttivamente,
o, =1 se "21& < hy, by >0 e o0,:=-—1 se nilﬂ < hy,, h; <0
j=1 3 HhJH j=1 3 ”hJH
ok

vediamo che | < by, h > | > 5 — 3 2 [|ha| =
i>n
Esercizio 2. x, € C, z, — x, x¢ proiezione di x sul convesso chiuso C' =
= <rx—zc,x—2c><0 = zx=zxc€C

<T—To,Tp —2Toc>< 0
Esercizio 3. Sia c:= liminf, ['(2,) = lim; I'(z,,). Allora
Tn, €T = {reC:T(z)<c+e}

Ve>0, Jje: Jj=Je =
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Ora, T°t¢ ¢é chiuso (perché T' é continuo) e convesso (perché I' é convesso), e
quindi ( Esercizio 2)

T, =2 , T, €T = &l Ve>0
ovvero I'(z) <c+e Ve>D0.

Esercizio 4.  Sia z,, € C' minimizzante: ['(x,) — infcT.
Dalla coercivitd segue  sup,, [|z,]| < 400 e quindi esiste una sottosuccessione

Tn,  (ancora minimizzante) che converge debolmente a un z. Siccome C' é chiuso
e convesso, allora (Esercizio 2) x € C e quindi (Esercizio 3)

infI' = liminfI'(z,,) > I(z) > infl
c k c
Esercizio 5. |z, — z||? = ||z.]* + |z]|* = 2 < 2,2, >— 2||z|* =2 < z,z >.
Esercizio 6.  Indichiamo con G :H — H* lisomorfismo di Riesz:
Vh e H, G(h) (x) =<h,o> VreH

Fissatoy € H, « — lY(z) =< L(z),y> ¢ un funzionale lineare e continuo
e quindi esiste un unico vettore, diciamo  L*(y),  tale che

G(L*(y)) =1Y, ovvero < L*(y),x > = lY(v) =< L(z),y > VreH
Chiaramente,  L* é lineare e | < L*(y),x >| = | < L(z),y>|
< Lzl flyll < L0 =l [yl = L) [ < LI llyll
e quindi  L* é continuo e
L5 := sup{[[L*(y) =yl <1} < [[L]
In effetti, siccome chiaramente  (L*)* = L, siha | L*|| = |L]. Infine,
T, = = < Lx,),y>=<L*(y),r, >>< L*(y),r >=< L(x),y > YyeH

Esercizio 7. Da Bessel:
2r 2r
ST emvadt? < ally = [ eyadt =, 0
n 0 0
Poi, se f(x) :=limsin(ngz) in A := {x : Ilimy sin(ngx)}, per quanto sopra si ha

0 = lim /O sin(nez) x {01 = /0 FX(r=0y

e quindi f* =0 q.0. ed, analogamente per f~ e quindi esiste Ny con u(N;) = 0 tale
che sinngx — 0 in A\ N.

Analogamente, cosngr — 01in A\ N,. Ma 1 = sin® ngz +cos® njz — 1 in A e quindi
AC N,UN.,.
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