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Esercizio 1
La parametrizzazione (z,y) = (z,y,1 — 2? — y?) di S fornisce ¢, A p, = (2z,2y,1), e il rotore del
campo V = (22 +y,23,y) e rot V = (1,22,32? — 1). Otteniamo quindi

/<rotV,1/>da = / 22 4+ 4y(1 — 2° — y?) + 32® — 1] dzdy
s {a?+y2<1}
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= / d9/ pdp [2pcos 0 + 4psin6(1 — p%) + 3p% cos® § — 1]
0 0

1

T

= ﬂ'/ pdp(3p272):—z.
0

D’altra parte, per l'integrale curvilineo si ottiene che
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/ w= / (—sin®t + cos? t)dt = I
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/ costtdt = = / cos? tdt , / cos? tdt = / sin? tdt = .
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Esercizio 2

Per quanto riguarda 'esistenza, osserviamo che E € un sottinsieme chiuso di

[—V/8, V8] x B 5(0,0).

in vista di

Risulta quindi compatto I'insieme E e per il Teorema di Weierstrass la funzione continua f ammette
massimo e minimo assoluto su F.
Poiché

2
Vi(z,y,2) =27 (0,~y(1 +2%),2),
i punti critici di f interni a E sono della forma C' = {(«,0,0) : x € (—2,2)}. Notiamo che f & costante
su C' con valore 1. I punti critici vincolati di f su JF si trovano risolvendo

0=z, —y(1+2%) =Xy, 2=Xz, 22 +4=8"V 7.

Se A =0, ottengo y = z = 0 e quindi x = +2. Nei punti Py = (£+2,0,0) la funzione f prende il valore
f(Py) = 1. Se X # 0, ottengo = 0 e dalla seconda e terza equazione ottengo i sottocasi: A = 1,
equindiy =0, 2= +vIn2; A # 1 e quindi z = 0, y = £v/In2. Abbiamo ottenuto quindi i punti
Q+ = (QO;I:\/E) e My = (0,:|:\/1r1727 0) con valori f(Q+) =1+4+1n2, f(My) = % In conclusione,
abbiamo che

max f = f(Qs) =142, minf = F(Ma) = 3.

Esercizio 3
Introduciamo coordinate cilindriche x = pcos#é, y e z = psinf in maniera che I'insieme V risulti della
forma {0 € [0,27], 1 < p> +y?> <2, p®> —y?> <0, y >0, p > 0}. L’integrale richiesto diventa

£L'2
— 1 _dedydz = dpdy,



ove Vo = {1 < p?+94%<2,0<p<y} Con l'ulteriore cambio di coordinate p = rcos, y = rsinp,
I'insieme V diventa della forma {r € (1,v/2), ¥ € (%> 51} cost da ridurre I'integrale di partenza a:

2 4 22 =

2 T V2
/V xidscdydz = 7T/ /1 72 cos drdi = g(l - g)(?ﬁ— 1) = %(fnf— 6).

Osserviamo che la composizione dei due cambi di variabili pué essere descritto da un unico cambio di
variabile z = rcosfcos, y = rsiny, z = rsinfcose al variare di r > 0, 6 € [0,27] e ¢ € [-Z, Z],

272
molto simile all’usale cambio di coordinate sferiche.



