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1. Sia fn(x) =
nx

1 + n2x2
∈ C([0, 1]). Calcolare ‖fn‖∞ e ‖fn‖1 e dedurre che

le due norme non sono equivalenti.

2. Sia fn(x) = e
x
n sin2 x. Mostrare che fn converge in (C([0, π]), ‖ · ‖1).

3. Sia xn(k) =
n

nek + 1
. Mostrare che xn converge in `p ∀p ≥ 1.

4. Sia xn(k) =
(−1)k+1

(2k + 2)!(2n)k+1
. Calcolare ‖xn‖1 e stabilire se xn converge

in `1.

5. Sia xn(k) =
e−

k
n

n
. Calcolare ‖xn‖1, ‖xn‖2 e studiare la convergenza di xn

in `1 e in `2.

6. Sia xn(k) =
k2 + nk + 2k + n

(k2 + 1)(n+ k)
.

(a) Provare che xn ∈ `2 e xn /∈ `1.

(b) Mostrare che xn converge in `2 ad una successione x ∈ `2.

(c) Provare che xn − x ∈ `1 e che xn − x
n→∞−→ 0 in `1.

7. Sia xn(k) =
n log

(
1 + 1

n
√

k

)
√

1 + k2
. Mostrare che xn ∈ `1 e converge in `1.

Suggerimento: se x ≥ 0, | log(1 + x)− x| ≤ . . .

8. Sia xn =
(

1,
1
2
,

1
3
, . . . ,

1
n
, 0, . . .

)
.

(a) Mostrare che xn ∈ `1.

(b) Mostrare che xn è di Cauchy rispetto a ‖ · ‖∞.

(c) Mostrare che xn rispetto a ‖ · ‖∞ non converge ad alcun elemento di
`1 e dedurne che (`1, ‖ · ‖∞) non è completo.

9. Mostrare che Φ : C([0, 1]) −→ C([0, 1]) definita da Φ(f)(x) =
∫ x

0

et3f(t)dt

è una contrazione su (C([0, 1]), ‖ · ‖∞).

10. SiaX = {f ∈ C([0, 1]) : 0 ≤ f(x) ≤ 1 ∀x} e Φ : X → C([0, 1]) definita come

Φ(u)(x) =
1
3

+
1
3

∫ x

0

u2(t)dt.

(a) Mostrare che X è un sottoinsieme chiuso di (C[0, 1], ‖ · ‖∞).

(b) Mostrare che Φ(X) ⊆ X e che Φ è una contrazione.

(c) Determinare tutti i punti fissi di Φ.


