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L y(t) = (e * cos(4t), e *'sin(4t)) t € [0, +00).
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Y (t) = (=3¢~ cos(4t) — de " sin(4t), —3e~ ' sin(4t) + de % cos(4t))

|7 ()2 = 9e 5 cos?(4t) + 16e % sin?(4t) + 24e~ 5 cos(4t)sin(4t) + e sin?(4t) +
+16e% cos?(4t) — 24e % cos(4t)sin(4t) = 9e7 " 4 167 = 25¢76,

|7 (t)| = 5e™3" # 0V t quindi v & una curva regolare.

Per definizione la lunghezza di « & data da

)= [T1iwla= [Tsera= e |20
0 0 3

2. y(t) = (cos(t),2sin(t)) t € [0, 7].
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Y (t) = (—sin(t),2cos(t)) = |7 ()| = \/sin2(t) +4cos?(t) =/1+3cos?(t) A0 V ¢t

quindi 7 € una curva regolare.

Se f(x,y) = V1 + 322 allora per definizione abbiamo che

/f(z,y)déz/oﬂf('y(t))|7'(t)|dt:AW«/1+3c032(t) |ﬁ"(t):/0ﬂ(1+3cos2(t))dt:

4 T cos(2t) + 1 3 [ sin2t
=7r+3/0082(t)dt:77—|—3/ cos(2t) + 1 dt =7+ 2 (22
o o 2 2\ 2

W+ +3 5
T =7+ -m=_T.
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3. Sia v la curva ottenuta intersecando il cilindro con base ellittica 22 + 2y* = 1 e il piano
y+z=0.

Una parametrizzazione di v & y(t) = ( cos(t), %, fSiil/(Qf)> con ¢t € [0, 2m].
)

(a) ¥ (t) = (fsin(t), osl) =) > |9 ()] = \/Sin2(t) + L cos?(t) + L cos?(t) = 1.

2m 2T
Dunque v & una curva regolare e £(y) = / |7 (t)] dt = / 1dt =2m.
0 0
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4. Una parametrizzazione dell’arco di parabola in questione & (t) = (t, %) te[-1,1].

Y () = (1,t) = | 7 ()] = V1 + 2 quindi

1 arcsinh1
/ v ()| dt /\/1+t2dtf2/ V1+2dt / \/1+sinh?(t) cosh(t

arcsinhi

Cosh2 1 dt = 1 +t

arcsinhi arcsinhi 2t 4 =2t 4 9 o2t _ =2t
dt =2
0 0

1 L _ i -
— -erarcsinhi _ 2 —2arcsinhi | o

4 4
A questo punto ricordiamo che t = sinh s = e*—e™° = 2t = 2 —1 = 2te® = > —2te’—

1=0=¢e" =t+V1+t?2=s=1log(t + v1+t2) quindi arcsinh ¢ = log(t + V1 + ¢2).
In particolare arcsinhl = log(1 + v/2) dunque

1 210014v2) _ 1 _—210511v2) (1+v2)? 1
== - log(14+v/2) = - log(1+v/2
()= ge 1€ +log(1+V2) 7 4(1+\/§)2+ og(1+v2)



C34+2V2

- 3+2v2 3-2V2
4 4(3+2v2)

+log(1+V?2) = 1 1

+log(1+Vv?2) = V2+log(1+v/2)

5. E={(2,9,2) €R*:2>0,y>0,2>0,2+y+2z< 1} flz,y,2) = zy?25.
E &1l tetraedro in R? di vertici (0, 0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).

I possibili punti di massimo/minimo di f su E o sono interni ad F e quindi punti in cui
Vf = 0 oppure si trovano su 0E. Vf(z,y) = (y*23,2zy23, 32y?2?) si annulla solo in
punti di OF quindi non ci sono punti critici interni ad E. Cerchiamo ora i massimi e i
minimi su F. OF ¢ 'unione delle quattro facce del tetraedro. Su tre delle quatto facce
f & identicamente nulla pertanto dobbiamo studiare f solo sulla faccia {z +y + z =
223 =\

2ryzd =
3ry?z? =\
r+y+z=1
Dalle prime due equazioni si ottiene che y?z3 = 2zyz® = y23(y — 22) = 0. Dato che
x,1y,z > 0 abbiamo y = 2z. In modo analogo dalla seconda e dalla terza equazione si
trova 2yz2(2z —3y) = 0 = z = 3y = 3. Sostituendo le due relazioni trovate nell'ultima

1,z,y,z > 0}. T punti critici di f su questa faccia sono soluzioni di

equazione troviamo che z 4+ 2z 4+ 3z = 1 cioe 6z =1 = = = %,y = % ez = % L’unica
soluzione del sistema ¢ il punto (%, %, %) Dato che f(%, %, %) = ﬁ e che f ¢ nulla sulle
1
ltre tre f; bbi = inf=0.
altre tre facce abbiamo max f 13 e min f
2
+1
6. E={(z,y,2) eR3: a2 +y2 <1 y,2) = —2
{(z,y,2) ?+yt <1} fx,y,2) T
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Per prima cosa notiamo che Vn € N (0,0,n) € E e f(0,0,n) = — 0. Dato

1+ n?
che f(x,y,z) > 0 ne concludiamo che i%f f =0 e che questo inf non & un minimo.

n—oo

Inoltre notiamo che se (Tn, Yn,2n) € E € ||(Tn,Yn, 2n)|| — oo allora |z,| — oo e

n—oo

2
|Zn]s |yn] < 1 quindi 0 < f(2,Yn, 2n) < = 0. Questo ci permette di dire che f ha

n
un massimo in E. Cerchiamo dunque il massimo di f su E.



2z(1 + y? 2 2z(1 4 32

Vi(z.9,2) = (_ (1 +(x2 +yz2))2’ 1+ x2y+ 22 (1 +(:r2 +yzg)2> =0,0,0) &= (2,2
= (0,0,0) quindi (0,0,0) & l'unico punto critico di f interno ad FE.

Per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange i punti critici vincolati di f su OF sono
soluzioni del sistema

20(14y%) _
T = 2 \x z=0 .
s = 2\y ~22U4y) — o)y
) = L Dalla terza equazione ricaviamo che
~Qitorsanr = 0 Tger = 24
2 4+y? =1 zm+y =1
y = 0 oppure A = H—% Se y = 0 allora x = +1. Se invece A = H% allora sos-
2 2
tituendo nella seconda equazione troviamo 72&(_;?)2) = 13“;02 = 7:10(11_:;312) =1 =

—z(1+y*)=2(1+2%) = 2(2?°+y*+2)=0=3z=0=x2=0ecy = +1. Le

soluzioni del sistema sono dunque i punti (£1,0,0) e (0,+£1,0).

f(£1,0,0) = %, £(0,£1,0) =2 e f(0,0,0) = 1 quindi sup f = m}%xf =2 ed ¢ assunto
E

nei punti (0, £1,0).

7. A meno di rotazioni possiamo supporre che il cilindro abbia asse di simmetria parallelo
all’ asse z.

Dato che il cilindro e inscritto nella sfera unitaria se chiamiamo x il raggio e y ’altezza
del cilindro abbiamo che x2 + (%)2 = 1. Il volume del cilindro & mz2y. Dobbiamo quindi
massimizzare la funzione f(z,y) = ma?y nell'insieme {(z,y) € R? : 2% + % =1} (si
noti che l'insieme & compatto e che f & continua quindi esiste sicuramente almeno un

punto di massimo). Se g(z,y) = 2+ % —1 per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange

i punti di massimo per f su FE si ottengono come soluzioni del sistema { gv(fc z))\_vg
2mxy = 2 x
cioe { mx* =AY
2 > _
T4+ % =1

Dalla prima equazione ricaviamo che 2z(ry —A) =0dacuiiza =00 A=my. Sexz =0
allora y = 42 mentre se A = 7y nella seconda equazione otteniamo 2x2 = y? quindi

sostituendo nel vincolo z2 + %xz =1= %xz =l=z= :I:\/g ey = :I:%. Le soluzioni
del sistema sono dunque i punti (0, £2), ( %,i%), (— %,i%). Dato che il raggio

e Daltezza non possono essere negativi gli unici punti che ci interessano sono (0,2) e

(V3. %) 10,2) =0 f(,/2 2

%, 75) = —3\4/57 quindi il cilindro di volume massimo e
. . 2 2
quello di raggio \/; e altezza 7

8. E={(z,y,2) eR*:2?+¢y* - 22 =0,2>0} f(z,y,2) =2 +y' — =2



Notiamo Vn € N si ha che (n,0,n) € E & una successione di punti di E tali che

f(n,0,n) = n?> —n "3 +oo quindi sup f = +oo. Inoltre in E f(x,y,2) = 2% —
E

Vv 4yt—z2=22—-24+13%1%—-1) > 22 — 2 — 1 quindi se (2, yn.2,) € E & tale che
(@0 Yy 20) || == 400 allora |z,| == 400 e quindi f(@n, Yn, 2n) > 22 — 2, +1 =3
+00. Dunque f & una funzione coerciva in E e dunque ha un minimo in E. Se
g(z,y, 2) = 2% +y? — 22 per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange i punti di minimo
di f su E diversi da (0,0,0) (punto in cui Vg = 0) sono tra le soluzioni del sistema

2x = 2\x 22(1—X) =0
{ Vf=AVyg N 493 = 2y N 2y(2y* —\) =0
g=20 —1==-2X\z —1=-2\z
22 4 y? = 2 22 4 y? = 22
Dalla prima equazione ricaviamo x =0 o A = 1.
2y(2y* - \)
Se x = 0 allora il sistema diventa ¢ —1 = —2Az dalle ultime due equazioni ricaviamo
y? = 22

che y = +2 # 0 quindi dalla prima che A = 2y?> = \. La seconda equazione diventa
quindi 1 = 4%z = 2z = ﬁ. L’ultima equazione dice quindi che 3% = 1y = % =

16y*

%:y:i%ﬂez:ﬁ:%ﬂ.

2y(2y* 1) =0 2y(2y* —1) =0
Se A = 1 allora abbiamo 1=2z = z= % Dalla prima

2?2 4 g2 = 22 x2+y2:i
equazione troviamo y = 0 o y = i\%. Nel primo caso dall’ultima equazione abbi-
amo z2 = i = = j:% mentre nel secondo caso z2 + % = i = 22 = f% il che non e
possibile.
I possibili punti di minimo per f su E sono quindi (:I:%7 0, %), (0, :I:_%l, %4) e (0,0,0).
f(:t%aoa%) = _%a f(ovi%\/zaii%/l) = 4{13/1 - % = _4?3/1 € f(0,0,0) =0 dunque

11

3
inf f = mi =———ed¢ t i ti +=5-,5=).
iny f rnblnf 173 ed & assunto nei punti (0, £ )

. Stano f(z,y) = |(z,y)lli = 2* +y* e g(z,y) = ||(z,y)lI3 -1 = 2 + y* — 1. Noti-

amo che max z,Y)|[]la = a/max f e min z,Y)||l4 = 4/ min f. Calcoliamo
e 19l = g/ pmag fre i Mool = of iy,
dunque {max} fe {min} f. Per il principio dei molitiplicatori di Lagrange i punti di
g=0 9=0
massimo /minimo per f su {g = 0} sono soluzioni del sistema { gvig AVY cioe
4a3 = 2\ (222 —=A\) =0
4 =2y =< y2y*—-N)=0
x2+y2:1 x2+y2:1

Se x = 0 allora y = 1. Se y = 0 allora x = +1. Se x,y # 0 allora A = 22% = 2y? cio¢
2% = y? quindi sostituendo nell’ultima equazione troviamo = = :I:% ey = j:%
Le soluzioni del sistema sono dunque i punti (£1,0), (0,£1) e (i%, i%)



1
+1,0)= f(0,£1) =1 +L +1y=-19g =1 i = = da cui si
f(£1,0) = f(0,+1) e f( 73 ﬁ) 3 unque{mgéf e{mgn}f 3 acrlbl

ax x, = 4/ max f=1e min z, = 4/ min f=—.
e 10l = e 1 e 19 = o 20 T =
Cerchiamo ora le costanti ottimali «, 5 tali che o|(z,y)||2 < [|[(z,9)|l4 < B||(z,)||2-
Notiamo che af/(z,y)|l2 < ||(z,y)||aV (z,y) = a < m)in ) [(x,y)||s. D’altra parte

ricava che

(e.0) I (z)ll2=
T,y . .
vV (z, 0,0) ||—=—||4 = min x, = ||(z, min x, < ||(x,
@) 2 00 [ > min @l = el win_ @)l < [l
quindi siccome « ¢ la costante ottimale si deve avere o > " Hl)lﬁl |[(x,y)]l4a. Dunque
z,y)|l2=1
1
a = min z,Y)|l4a = —=. In modo analogo 8 = max z,y)|ls = 1.
o 159 = 25 B0 P = i N5 0l



