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L flz,y)=2—y E={(z,y) eR? |22 -2y =1, 0<z <3}

3|

b

Notiamo che E = {(z,y) € R? | g(x,y) =0, 0 < 2 < 3} dove g(z,y) = 22 —2y*—1. Per
il teorema dei moltiplicatori di Lagrange i punti di massimo/minimo di f nell’insieme

{g = 0} sono soluzioni del sistema { gv(i Z)/\_Vg . Vf(z,y) = (1,-1) e Vg(z,y) =
1=2\x

(2z, —4y) quindi il sistema diventa —1=—-4\y
22 —202 =1

Dalle prime due equazioni ricaviamo A = % = ﬁ da cui x = 2y. Sostituendo nell’ultima

equazione troviamo che 432 —2y? =1 = 2y =1 = y = :I:% exr =2y ==+V2 Le
soluzioni del sistema sono quindi (v/2, %) e (—V2, —%) 1l punto (—v/2, —\%) non
& un punto di F quindi I'unico punto critico vincolato di f su E & (v/2, %) Oltre a

questo punto vanno considerati anche gli estremi di E cioe i punti di (3,2) e (3,—2).
Dunque i possibili punti di massimo/minimo per f su E sono (v/2, %), (3,2) e (3,-2).

f(\/i%) = %, f(3,2) =1¢e f(3,—2) = 5. Dunque mbinf = % e mgxf =5.

2. flw,y,2) =22+3y+62 E={(n,y,2) eR3|2?2+y?>+22=1}




Sia g(z,y, 2) = 22 +y?+ 2% — 1. Siccome E = {g = 0} i punti di massimo/minimo per f

- . Vf=AVyg
su F sono tra le soluzioni del sistema . Dato che Vf(x,y,2) = (2,3,6
2 =2\x
3=2\y

e Vy(z,y,2) = (2x,2y,22) il sistema diventa 6= 20z

22 242 =1

Dalle prime due equazioni si ricava che \ = % = % cioe x = %y Dalla seconda e dalla
terza equazione troviamo invece che 2\ = % = g da cui z = 2y. Sostituendo le due

relazioni trovate nell’ultima equazione ricaviamo che gy* 4+ y? + 4y? = 1 = 9% =

l=y= :i:%, T = %y = j:% ez =2y = :l:g. Le soluzioni del sistema sono i punti
(%7%7?) € (_%7_%7_9)' f(77%7%) =Te f(_%v_%a_g) = -7 qUIndl m}gxf =Te

mblnf =-T.

. Sia P la parabola di equazione y = z? — 1.

I punti di P che distano meno dall’origine sono i punti di minimo su P della funzione
f(x,y) = 22 + y%. Studiamo dunque f su P. Dato che P = {g = 0} dove g(z,y) =
y — 2 +1 per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange i punti critici vincolati di f sono

% = /\% 2r = —2)\x
tra le soluzioni del sistema 8—5 = a—g cioe ¢ 2y =M\

g<x7y):0 y—$2+1:0
Dalla prima equazione otteniamo che 2z(1+A) =0dacuiz =00 A= —1. Sex =0
dall’ultima equazione si ricava che y = 1 metre se A = —1 dalla seconda equazione si
ottiene y = —% e sostituendo nella terza x = i%. Le soluzioni del sistema sono dunque
(0,1) e (i%,—%). Dato che f(0,1) = 1 e f(+—5,—4) = § possiamo dire che i punti

di P che distano meno dall’origine sono (%, —3)e (f%, -3).

. E:{(m,y)6R2:x+2y22,x2+4y2§4} f(z,y,2) = ™.

'~
)

E ¢ lintersezione tra lellisse 22 + 4y% < 4 e il semipiano = + 2y > 2. I punti di
massimo/minimo di f su E possono trovarsi o all’interno di E oppure sul bordo di
E. I punti di massimo/minimo interni ad F sono punti stazionari di f cioé punti in

: — — Y Xy, — yemy:
cui Vf = 0. Vf(x,y) = (ye™,ze™) = (0,0) < { et — ()

L’unica soluzione



di questo sistema ¢ il punto (0,0) che perd non ¢ un punto di E (non soddisfa la
condizione x + 2y > 2 ) quindi non ci sono punti critici interni ad E. Cerchiamo ora i
massimi/minimi di f su OF. OF = EyUFE, dove By = {(z,y) | 22 +4y® = 4,2 +2y > 2}
¢ la porzione dell’ellisse 2% + 4y? = 4 contenuta nel semipiano x + 2y > 2 mentre
Ey = {(z,y) | v + 2y = 2,22 + 4y? < 4} ¢ la porzione della retta x + 2y = 2 contenuta
all’interno dell’ellisse 2 + 4y? < 4.
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yeV = 2)\x
I punti critici di f su Fy sono soluzioni in E del sistema ¢ ze®™ = 8y
2?2 +4y? =4

Se z = 0 dalla prima equazione toviamo y = 0 ma il punto (0,0) non soddisfa I'ultima
equazione quindi in questo caso il sistema non ha soluzione. Analogamente se y = 0
dalla seconda equazione ricaviamo x = 0 il che come prima non & possibile. Se x,y # 0

dalle prime due equazione troviamo che Ae™*¥ = & = & da cui 22 = 492, Sostituendo
nell’'ultima equazione si trova 8y? =4 = y = :I:% e x = +1/2. Le soluzioni del sistema

sono dunque i punti (v/2, i%) e (—V2, i%) Tra questi solo (v/2, %) ¢ un punto di
FE.

yet =\

I punti critici di f su E5 sono soluzioni in E del sistema ze®¥ = 2)\ . Dalle prime
r+2y=2

due equazioni troviamo x = 2y quindi dalla terza 4y = 2 = y = % e x = 1. L’unica

soluzione del sistema & quindi (1, ).

. . . . . N . . . .132 —|— 4y2 = 4
Infine dobbiamo considerare i punti di E1 N Es cioe le soluzioni di T2y =2
T =2-2 T=2-2 z=2-2 e
{(229)2+4y2_4 :{8y28y—0 j{y(yl)—o = y=1oy=0.Se

y = 1 troviamo x = 0 mentre se y = 0 troviamo x = 2. Le soluzioni dell’ultimo sistema
sono dunque (0,1) e (2,0). Riassumendo i possibili punti di massimo/minimo di f su
E sono i punti (0,1), (2,0), (v/2, %) e (1, %)

f(0,1) = f(2,0) = 1, f(\/i%) =eed f(l,%) = e2 pertanto mgxf = e mentre

mElnle.

5. E={(x,y) eR*: 2’y >1,2>0,y<1} flx,y)=z+y"
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Osserviamo per prima cosa che f non € superiormente limitata. Infatti V n > 1 si ha
n—oo

che (n,1) € E quindi sup f > f(n,1) =n+1 — 400 = sup f = +o0.
E E



Notiamo inoltre che f & inferiormente limitata ( in quanto f > 0 su E') e che se (z,, yn) €
E & una successione di punti di E per cui ||(zy,ys)|| — +oc allora necessariamente
Xy — oo e quindi f(zn,Yn) > Tn "3 +00. Dunque f & una funzione coerciva su F
che ¢ un insieme chiuso e quindi deve avere un minimo.

Dato che Vf = (1,2y) # (0,0) tale minimo non puo essere raggiunto all’interno di E.
Cerchiamo dunque i punti di minimo per f su OE. 0FE = E1UE; dove By = {(z,y) |y =
Lz > 1} ed By = {(z,y) | g(z,y) = 0,2 > 0y < 1} con g(z,y) = 2%y — 1.

Se x > 1 flg, (z,y) = f(z,1) = £ + 1 ha un minimo in z = 1 dunque ming, f = 2.

1 =2\xy
I punti di minimo per f su FEs sono soluzioni del sistema 2y = Az? Dall’ ultima
2?2y =1
equazione ricaviamo che x,y # 0 quindi dalle prime due equazioni ricaviamo A = ﬁ =
i—é’ = x = 4y%. Sostituendo nell’ultima equazione troviamo 16y°> = 1 = y = %

e quindi = v/4. L'unica soluzione in E del sistema & il punto (v/4, \?) Dato che
s~ B 5 5
f(/4, %) = 4+ % = 2/4 < 2 possiamo dire che mEinf = Eﬂ

CE={(zy,2) eR*: 2 +y* <220<2< 1} flz,y,2)=2"+ay.

f & una fuzione continua su E che & un insieme compatto quindi sup f = max f e
E E
i%ff = min f. Studiamo quindi f su E.
E

Vf=(y,,32%) = (0,0,0) <= (x,y,2) = (0,0,0). L’origine non & perd un punto dell’
interno di E quindi non ci sono punti critici di f nell'interno di E.

OF = E; U Ey U {(0,0,0)} dove By = {(z,9,2)|22 +y?> < 22,0 < 2 < 1} ed By =
{(z,y,1) | 2 +y*> < 1}. Se g(x,y,2) = 2% + y? — 22 i punti critici di f su E; sono

Yy =2\z

- . Vf=AVg .. z =2y
soluzioni del sistema { =0 ClOC \ 3.2 _ 9y,
22 +y? = 22

Se z = 0 allora dalla prima equazione troviamo che y = 0 e dalla quarta che z = 0.

Se x # 0 allora anche y # 0 (dalla seconda equazione ) quindi 2\ = £ = % = % =y?

1=2x A=3
ciot x =y ox = —y. Se x = y il sistema diventa { 322 = -2z ={ 322+2=0
222 = 22 222 = 22
dato che x # 0 non si puo avere z = 0 quindi dalla seconda equaione troviamo z = f%
il che non ¢ possibile in E quindi in questo caso il sistema non ha soluzione. Se x = —y
1=-2\ A=—1
toviamo 322=-2\z =1 322 -2=0 dalla seconda equazione si ricava z = % e
202 = 22 222 = 22
dalla terza x = :&:ﬁ. Le soluzioni del sistema sono dunque (0,0,0) e (iﬁ, :Fﬁ’ %)

Vediamo infine cosa succede su Es. f(z,y,1) = 1 + xy quindi studiare f su Fy &



equivalente a studiare la funzione h(x,y) = 1 + zy nel disco unitario 22 + y* < 1.
Vh = (y,z) = (0,0) & (x,y) = 0 quindi 'unico punto critico di h all’interno del disco
¢ (0,0).

y = 2)\x
I punti critici di A sul bordo del disco sono soluzioni del sistema ¢ = = 2\y Se
.’L'2 + y2 =1

x = 0 dalla prima equazione troviamo y = 0 il che non & possibile per I'ultima equazione.

Analogamente non si puo avere y = 0. Se x,y # 0 allora dalle prime due equazioni tro-

viamo 22 = y? quindi dall’ultima equazione x = :I:%

I punti critici di f su E3 sono quindi (0,0,1), (f,:lz\lf 1) e (— f,:lz\lf 1). Rias-
sumendo i possibili punti di massimo/minimo per f su E sono (0,0, 0), (+ f’ :Fgf, 3)

(05071)7(%7:‘:%71) € ( \/’7:|: ! 1)

f(0,0,0) :07 f(iﬁa:':z,ﬂ/ia [1;) 5i47f(03071) - 17f(%3%71) - f(7%37%71) =

3 1
3 I - f(—L L — == - _
2’f(\/§’ \/571) f( \/5’\/571) Pertantos%pf mgx 2elnff mElnf e
Notiamo infine che infg f € un minimo perché ¢ assunto nel punto (3\[, — \1[ :1,)) €
E mentre supy f non € un massimo perche ¢ assunto solo nei punti (7 % 1) e

(—%, —%, 1) che non sono punti di E.

. E ¢ la porzione dell’ellissoide con semiassi di lunghezze a, b, c contenuta nell regione
2,Y,% > 0. 0 : :

Consideriamo un punto p = (x,y, z) dell’ellissoide E e cerchiamo ’equazione del piano
2

tangente in p ad E. Consideriamo la funzione g(x,y, z) = ‘2—; + &+ i—j — 1. Si osserva

che Vellissoide considerato ¢ la superfice di livello per g(x,y, z) = 0. Dato che il vettore

Vyg(z,y,x) & il vettore ortogonale ad E in p, I’equazione del piano tangente ad E in p &
<Vyg(x,y,2),(X —2,Y —y, Z — z) >= 0 (nelle coordinate (X,Y,7) ) cioe

2
+—=(Z—-2)=0
c
che possiamo riscrivere come:

2 2
Zx+ Ay g szf2(x +y—+z—)70@ 2X
a a

- 2Y+ Zz-1

b

Il piano cosi ottenuto intercetta gli assi coordinati nei punti (‘3—2,0,0), (0,%,0) e
a’b2c? .

(6zyz)
a?b%c?

(6272) sull’insieme E. Cerchiamo i punti di F in cui

(0,0,%). Il tetraedro cosi ottenuto avra volume Vol(z,y,z) = Studiamo

dunque la funzione f(z,y,z) =
Vi(z,y,z) = AVg(z,y, 2);




—a?b%c? )\271 —a?b?c? _ )\2x2
z;sz , — a2 Yz a22
—a“b“c® __ )\2711 —a?bc? )\2y
2 = 2 ; = 2
Y Z o b - W5 o b 2
—a“b’c” __ )\27z —a“bc” __ )\22
zyz?2 T T c? zyz 7 c?
z? Y 22 — 1 z2 y2 22 _ 1
a2t te= Ty Tea=

. . . . . 2 2 2
Dalle prime tre equazioni otteniamo la relazione: &3 = 4% = % edatoche z,y, z,a,b,¢ >

0, £ = ¥ = 2. Sostituendo nell’equazione del vincolo otteniamo
b c

a
xzi’ :7’2;:7
BB

A queste coordinate corrisponde il volume del tetraedro V = éabc.
Questo ¢ un punto di minimo essendo la funzione illimitata per (x,,Yn,2,) € E t.c.
TnYnzn — 0

2
8. F(x,y) = <cosa:cosy + zlog (y) ,exy).
T

(a) F & una funzione di classe C' in un intorno del punto (0,%) e agfy) 0,%) =
fsinxcoserlog(%y) fcosxsiny+% 0 -1
ye™ xe™ “\T o0 ¢
(wﬁy):((),% 2

matrice invertibile quinidi per il teorema della funzione inversa F' & invertibile
in un intorno di (0, 7).

—1 0 2
. - OF T o p . N T .
(b) Sia T = (m (0, 5)) = < 1 0 ) Sappiamo che F' ¢ invertibile in un in-

OF 1
torno di centro (0, §) e raggio p dove sup ‘Id . T‘ <_-echeg=F!
B,(0,%) O(z,y) 2
¢ definita in un intorno di centro F(0%) = (0,1) e raggio r < 4“:,’3“ = £.
rgopor (1 0)_( 0 2 —sinz cosy + log (2y) —coszsiny + 2
O(zy) 0 1 -1 0 yery xe™

1-— %ye‘”y f%xe”
- <—sinxcosy +log (2y) 1—coszsiny+ e )
Supponendo che p < % abbiamo
1~ Zye| < |1~ 2412y~ 2yes| = 2ly— 514+ 2lyl[1-e"] < ly—F 1 Hlpll1—e] <
p+2[1—e"| <p+6lay <p+12p=13p
| — 2ze™| < |z[e™ < 3p

|—sinxcosy—|2—log (2y)| < |sini:||cosw|—|—|10g (ﬁy) | <|z|+|log (14 2y —1)| <
ptllog(L+2(y—5) | <p+zly—3I<p+1p<3p

[l —cosasiny + 7| < |1—cosxsiny|+% < |1—cosx|+|cosx—cosxsiny|+% <
2 4 cosa||l —siny| + 2Ja| < & + |1 —siny|+2p < Zp+ |1 —sin(y — T + T)| <

_m2 2
Sp+ L —costy — 5)| < 3p+ ML < Spt 5 <3p.

oF OF 1
Dunque sup ‘Id—T ” <2 sup || Id-—T H <26p< =—sep<
B,(0,%) 8(x,y) B,(0,%) 8(x7y) 00 2
1 2 2
E.
F -t 2
(¢) Sappiamo che 8(3!,}1)) (0,1) = <8(éjc,y) (0, g)) ( _01 3 ) quindi lo sviluppo

di Taylor di g attorno al punto (0,1) &

g(u,v) = ( g1(u, v) ) _ ( 2(v—1)+ o(y/u? + (v —1)2) >

g2(u, v) T —u++o(y/u?+ (v—1)2)



