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1. (a) F (x, y) = arctan(x) + e−y − cos(xy) è di classe C1 in un intorno dell’origine

con F (0, 0) = 0 e
∂F

∂y
(0, 0) = −e−y + x sin(xy)

∣∣
(x,y)=(0,0)

= −1 6= 0,

dunque per il teorema della funzione implicita ∃r, ρ > 0 e g ∈ C1(Br(0), Bρ(0))
tale che l’insieme di livello {F = 0} è il grafico della funzione g; sup-
ponendo ρ ≤ 1, abbiamo che |F (x, 0)| = | arctan(x)| ≤ |x| ≤ r, dunque

posto T =
1

∂F
∂y (0, 0)

= −1, per avere sup
x∈Br(0)

|F (x, 0)| ≤ ρ

2
=

ρ

2‖T‖
è

sufficiente porre r =
ρ

2
; inoltre

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)
∣∣∣∣ =

∣∣1− e−y + x sin(xy)
∣∣ ≤

≤
∣∣1− e−y∣∣+ |x|| sin(xy)| ≤ 3| − y|+ |x| ≤ 3ρ+ r ≤ 7

2
ρ, dunque per

avere sup
(x,y)∈Br(0)×Bρ(0)

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)
∣∣∣∣ ≤ 1

2
è sufficiente prendere ρ =

=
1
7

, e di conseguenza r =
1
14

; per calcolare lo sviluppo di Taylor al

secondo ordine di g, notiamo che essendo arctan(x) + e−g(x) − cos(xg(x)) ≡

≡ 0 ∀x ∈ Br(0), allora 0 =
d

dx

(
arctan(x) + e−g(x) − cos(xg(x))

)∣∣∣
x=0

=

1
1 + x2

− g′(x)e−g(x) + (xg′(x) + g(x)) sin(xg(x))
∣∣∣∣
x=0

= 1− g′(0)⇒

⇒ g′(0) = 1, perché g(0) = 0, e analogamente 0 =
d2

dx2
(arctan(x)+

+e−g(x) − cos(xg(x))
)∣∣∣
x=0

=
−2x

(1 + x2)2
+ g′2(x)e−g(x) − g′′(x)e−g(x)+

+(2g′(x) + xg′′(x)) sin(xg(x)) + (xg′(x) + g(x))2 cos(xg(x))
∣∣
x=0

= 1−

−g′′(0)⇒ g′′(0) = 1⇒ g(x) = g(0) + g′(0)x+
g′′(0)

2
x2 + o

(
x2
)

= x+

+
x2

2
+ o

(
x2
)
.

(b) F (x, y) = e2y − sin(x+ y)− 1 è di classe C1 in un intorno dell’origine

con F (0, 0) = 0 e
∂F

∂y
(0, 0) = 2e2y − cos(x+ y)

∣∣
(x,y)=(0,0)

= 1 6= 0, dunque

per il teorema della funzione implicita ∃r, ρ > 0 e g ∈ C1(Br(0), Bρ(0))
tale che l’insieme di livello {F = 0} è il grafico della funzione g; sup-

ponendo ρ ≤ 1
2

, abbiamo che |F (x, 0)| = | sin(x)| ≤ |x| ≤ r, dunque

posto T =
1

∂F
∂y (0, 0)

= 1, per avere sup
x∈Br(0)

|F (x, 0)| ≤ ρ

2
=

ρ

2‖T‖
è



sufficiente porre r =
ρ

2
; inoltre

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)
∣∣∣∣ =

∣∣1− 2e2y + cos(x+

+y)| ≤
∣∣2− 2e2y

∣∣+ | cos(x+ y)− 1| ≤ 12|y|+ (x+ y)2

2
≤ 12ρ+

r2

2
+

+
ρ2

2
+ rρ ≤ 12ρ+

ρ2

8
+
ρ2

2
+
ρ2

2
≤ 12ρ+

ρ

8
+
ρ

2
+
ρ

2
=

105
8
ρ, dunque

per avere sup
(x,y)∈Br(0)×Bρ(0)

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)
∣∣∣∣ ≤ 1

2
è sufficiente prendere

ρ =
4

105
, e di conseguenza r =

2
105

; per calcolare lo sviluppo di Tay-

lor al secondo ordine di g, notiamo che essendo e2g(x) − sin(x+ g(x))−

−1 ≡ 0 ∀x ∈ Br(0), allora 0 =
d

dx

(
e2g(x) − sin(x+ g(x))− 1

)∣∣∣
x=0

=

= 2g′(x)e2g(x) − (1 + g′(x)) cos(x+ g(x))
∣∣∣
x=0

= g′(0)− 1⇒ g′(0) =

= 1, perché g(0) = 0, e analogamente 0 =
d2

dx2

(
e2g(x) − sin(x+ g(x))−

−1)|x=0 = 4g′2(x)e2g(x) + 2g′′(x)e2g(x) + (1 + g′(x))2 sin(x+ g(x))−
−g′′(x) cos(x+ g(x))|x=0 = 4 + g′′(0)⇒ g′′(0) = −4⇒ g(x) = g(0)+

+g′(0)x+
g′′(0)

2
x2 + o

(
x2
)

= x+ 2x2 + o
(
x2
)
.

(c) F (x, y) = xy2 + y + sin(xy) +
ex − 1− x

2
in (0, 0) è di classe C1 in

un intorno dell’origine con F (0, 0) = 0 e
∂F

∂y
(0, 0) = 2xy + 1+

+x cos(xy)|(x,y)=(0,0) = 1 6= 0, dunque per il teorema della funzione
implicita ∃r, ρ > 0 e g ∈ C1(Br(0), Bρ(0)) tale che l’insieme di liv-
ello {F = 0} è il grafico della funzione g; supponendo r, ρ ≤ 1, ab-

biamo che |F (x, 0)| =
∣∣∣∣ex − 1− x

2

∣∣∣∣ ≤ |ex − 1|
2

+
|x|
2
≤ 3

2
r +

r

2
= 2r,

dunque posto T =
1

∂F
∂y (0, 0)

= 1, per avere sup
x∈Br(0)

|F (x, 0)| ≤

≤ ρ

2
=

ρ

2‖T‖
è sufficiente porre r =

ρ

4
; inoltre

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)
∣∣∣∣ ≤ |2xy|+

+|x cos(xy)| = 2 |xy|+ |x|| cos(xy)| ≤ 2rρ+ r ≤ ρ2

2
+
ρ

4
≤ 3

4
ρ, dunque

per avere sup
(x,y)∈Br(0)×Bρ(0)

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)
∣∣∣∣ ≤ 1

2
è sufficiente prendere

ρ =
2
3

, e di conseguenza r =
1
6

; per calcolare lo sviluppo di Taylor al

secondo ordine di g, notiamo che essendo xg2(x) + g(x) + sin(xg(x))+

+
ex − 1− x

2
≡ 0 ∀x ∈ Br(0), allora 0 =

d

dx

(
xg2(x) + g(x) + sin(xg(x))+

+
ex − 1− x

2

)∣∣∣∣
x=0

= 2xg′(x)g(x) + g2(x) + g′(x) + (g(x)+

+xg′(x)) cos(xg(x)) +
ex − 1

2

∣∣∣∣
x=0

= g′(0)⇒ g′(0) = 0, perché g(0) =

= 0, e analogamente 0 =
d2

dx2

(
xg2(x) + g(x) + sin(xg(x)) +

ex − 1
2



−x
2

)∣∣∣
x=0

= 2g(x)g′(x) + 2x
(
g′2(x) + g(x)g′′(x)

)
+ 2g(x)g′(x)+

+g′′(x) + (2g′(x) + xg′′(x)) cos(xg(x))− (g(x) + xg′(x))2 sin(xg(x))+

+
ex

2

∣∣∣∣
x=0

= g′′(0)− 1
2
⇒ g′′(0) =

1
2
⇒ g(x) = g(0) + g′(0)x+

g′′(0)
2

x2+

+o
(
x2
)

=
x2

4
+ o

(
x2
)
.

(d) F (x1, x2, y) = y3 − cosh(x1x2) in (0, 0, 1) è di classe C1 in un intorno

del punto (0, 0, 1) con F (0, 0, 1) = 0 e
∂F

∂y
(0, 0, 1) = 3y2

∣∣
(x1,x2,y)=(0,0,1)

=

= 3 6= 0, dunque per il teorema della funzione implicita ∃r, ρ > 0 e
g ∈ C1(Br((0, 0)), Bρ(1)) tale che l’insieme di livello {F = 0} è il
grafico della funzione g; supponendo r, ρ ≤ 1, abbiamo che |F (x1, x2, 1)| =

= |1− cosh(x1x2)| = |e
x1x2 + e−x1x2 − 1− 1|

2
≤ |e

x1x2 − 1|
2

+

+
|e−x1x2 − 1|

2
≤ 3

2
|x1x2|+

3
2
|x1x2| ≤

3
2
(
x2

1 + x2
2

)
≤ 3

2
r2 ≤ 3

2
r, dunque

posto T =

=
1

∂F
∂y (0, 0)

=
1
3

, per avere sup
(x1,x2)∈Br((0,0))

|F (x1, x2, 1)| ≤ ρ

6
=

ρ

2‖T‖

è sufficiente porre r =
ρ

9
; inoltre

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)
∣∣∣∣ = |1− y2| = |1−

−y||1 + y| ≤ ρ(1 + |y|) ≤ 3ρ, dunque per avere sup
(x1,x2,y)∈Br((0,0))×Bρ(0)

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)
∣∣∣∣ ≤

≤ 1
2

è sufficiente prendere ρ =
1
6

, e di conseguenza r =
1
54

; per calco-
lare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g, notiamo che essendo

g3(x1, x2)− cosh(x1x2) ≡ 0 ∀x ∈ Br(0), allora 0 =
d

dx1

(
g3(x1, x2)−

− cosh(x1x2))|(x1,x2)=(0,0) = 3g2(x1, x2)
∂g

∂x1
(x1, x2)−

−x2 sinh(x1x2)|(x1,x2)=(0,0) = 3
∂g

∂x1
(0, 0)⇒ ∂g

∂x1
(0, 0) = 0, perché

g(0, 0) = 1, analogamente 0 =
d

dx2

(
g3(x1, x2)− cosh(x1x2)

)∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

= 3g2(x1, x2)
∂g

∂x2
(x1, x2)− x1 sinh(x1x2)

∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=
∂g

∂x2
(0, 0)⇒

⇒ ∂g

∂x1
(0, 0) = 0, 0 =

d2

dx2
1

(
g3(x1, x2)− cosh(x1x2)

)∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

= 6g(x1, x2)
(
∂g

∂x1
(x1, x2)

)2

+ 3g2(x1, x2)
∂2g

∂x2
1

(x1, x2)−

− x2
2 cosh(x1x2)

∣∣
(x1,x2)=(0,0)

= 3
∂2g

∂x2
1

(0, 0)⇒ ∂2g

∂x2
1

(0, 0) = 0, 0 =

=
d2

dx1dx2

(
g3(x1, x2)− cosh(x1x2)

)∣∣
(x1,x2)=(0,0)

= 3g2(x1, x2)
∂2g

∂x1∂x2
(x1, x2)+

+6g(x1, x2)
∂g

∂x1
(x1, x2)

∂g

∂x2
(x1, x2)− x1x2 cosh(x1x2)−

− sinh(x1x2)|(x1,x2)=(0,0) = −3
∂2g

∂x1∂x2
(0, 0)⇒ ∂2g

∂x1∂x2
(0, 0) = 0 e



0 =
d2

dx2
2

(
g3(x1, x2)− cosh(x1x2)

)∣∣
(x1,x2)=(0,0)

= 6g(x1, x2)
(
∂g

∂x2
(x1, x2)

)2

+

+3g2(x1, x2)
∂2g

∂x2
2

(x1, x2)− x2
1 cosh(x1x2)

∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

= 3
∂2g

∂x2
2

(0, 0)⇒

⇒ ∂2g

∂x2
2

(0, 0) = 0⇒ g(x1, x2) = g(0, 0) + 〈∇g(0, 0), (x1, x2)〉+

+
〈Hg(0, 0)(x1, x2), (x1, x2)〉

2
+ o

(
x2

1 + x2
2

)
= 1 + o

(
x2

1 + x2
2

)
.

(e) F (x1, x2, y) = log(1 + x1x2y)− arctan(x1x2) + e(x
2
1+x

2
2)y − y in (0, 0, 1)

è di classe C1 in un intorno del punto (0, 0, 1) con F (0, 0, 1) = 0 e
∂F

∂y
(0, 0, 1) =

x1x2

1 + x1x2y
−
(
x2

1 + x2
2

)
e(x

2
1+x

2
2)y − 1

∣∣∣∣
(x1,x2,y)=(0,0,1)

=

= −1 6= 0, dunque per il teorema della funzione implicita ∃r, ρ > 0
e g ∈ C1(Br((0, 0)), Bρ(1)) tale che l’insieme di livello {F = 0} è il
grafico della funzione g; supponendo r, ρ ≤ 1, abbiamo che |F (x1, x2, 1)| =
=
∣∣∣log(1 + x1x2) + arctan(x1x2) + ex

2
1+x

2
2 − 1

∣∣∣ ≤ |1 + log(x1x2y)|+

+| arctan(x1x2)|+
∣∣∣ex2

1+x
2
2 − 1

∣∣∣ ≤ |2x1x2|+
x2

1 + x2
2

2
+ 3

(
x2

1 + x2
2

)
≤

≤ 9
2
(
x2

1 + x2
2

)
≤ 9

2
r2, dunque posto T =

1
∂F
∂y (0, 0)

= −1, per avere

sup
(x1,x2)∈Br((0,0))

|F (x1, x2, 1)| ≤ ρ

2
=

ρ

2‖T‖
è sufficiente porre r =

√
ρ

9
;

inoltre
∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ x1x2

1 + x1x2y
−
(
x2

1 + x2
2

)
e(x

2
1+x

2
2)y
∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣ x1x2

1 + x1x2y

∣∣∣∣+
∣∣∣(x2

1 + x2
2

)
e(x

2
1+x

2
2)y
∣∣∣ ≤ |x1x2|

1− 1
2

+ 3
(
x2

1 + x2
2

)
≤

≤ 4
(
x2

1 + x2
2

)
= 4r2 ≤ 4

9
ρ, dunque per avere sup

(x1,x2,y)∈Br(0)×Bρ((0,0))

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)
∣∣∣∣ ≤

≤ 1
2

è sufficiente prendere ρ = 1 ≤ 9
8

, e di conseguenza r =
1
3

; per
calcolare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g, notiamo che
essendo log(1 + x1x2g(x1, x2))− arctan(x1x2) + e(x

2
1+x

2
2)g(x1,x2)−

−g(x1, x2) ≡ 0 ∀x ∈ Br(0), allora 0 =
d

dx1
(log(1 + x1x2g(x1, x2))−

− arctan(x1x2) + e(x
2
1+x

2
2)g(x1,x2) − g(x1, x2))

∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

=
x1x2

∂g
∂x1

(x1, x2) + x2g(x1, x2)
1 + x1x2g(x1, x2)

− x2

1 + x2
1x

2
2

+
(
∂g

∂x1
(x1, x2)

(
x2

1+

+x2
2

)
+ 2x1g(x1, x2)

)
e(x

2
1+x

2
2)g(x1,x2) − ∂g

∂x1
(x1, x2)

∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

= − ∂g

∂x1
(0, 0)⇒ ∂g

∂x1
(0, 0) = 0, analogamente 0 =

d

dx2
(log(1+

+x1x2g(x1, x2))− arctan(x1x2) + e(x
2
1+x

2
2)g(x1,x2) − g(x1, x2))

∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

=
x1x2

∂g
∂x2

(x1, x2) + x1g(x1, x2)
1 + x1x2g(x1, x2)

− x1

1 + x2
1x

2
2

+
(
∂g

∂x2
(x1, x2)

(
x2

1+



+x2
2

)
+ 2x2g(x1, x2)

)
e(x

2
1+x

2
2)g(x1,x2) − ∂g

∂x2
(x1, x2)

∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

= − ∂g

∂x2
(0, 0)⇒ ∂g

∂x2
(0, 0) = 0, 0 =

d2

dx2
1

(log(1 + x1x2g(x1, x2))−

− arctan(x1x2) + e(x
2
1+x

2
2)g(x1,x2) − g(x1, x2))

∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

=
(1 + x1x2g(x1, x2))

(
2 · x2

∂g
∂x1

(x1, x2) + x1x2
∂2g
∂x2

1
(x1, x2)

)
(1 + x1x2g(x1, x2))2

−

−

(
x1x2

∂g
∂x1

(x1, x2) + x2g(x1, x2)
)2

(1 + x1x2g(x1, x2))2
+

2x1x
3
2

(1 + x2
1x

2
2)2

+
((

∂g

∂x1
(x1, x2)

(
x2

1+

+x2
2

)
+ 2x1g(x1, x2)

)2
+
∂2g

∂x2
1

(x1, x2)
(
x2

1 + x2
2

)
+ 2x1

∂g

∂x1
(x1, x2)+

+2g(x1, x2) + 2x1
∂g

∂x1
(x1, x2)

)
e(x

2
1+x

2
2)g(x1,x2) − ∂2g

∂x2
1

(x1, x2)
∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

= 2− ∂2g

∂x2
1

(0, 0)⇒ ∂2g

∂x2
1

(0, 0) = 2, 0 =
d2

dx1dx2
(log(1 + x1x2g(x1, x2))−

− arctan(x1x2) + e(x
2
1+x

2
2)g(x1,x2) − g(x1, x2))

∣∣∣
(0,0)

=

=

(
x1

∂g
∂x1

+ x1x2
∂2g

∂x1∂x2
+ x2

∂g
∂x2

+ g(x1, x2)
)

(1 + x1x2g(x1, x2))

(1 + x1x2g(x1, x2))2
−

−

(
x1x2

∂g
∂x1

+ x2g(x1, x2)
)(

x1x2
∂g
∂x2

(x1, x2) + x1g(x1, x2)
)

(1 + x1x2g(x1, x2))2
+

+
x2

1x
2
2 − 1

(1 + x2
1x

2
2)2

+
((

∂2g

∂x1∂x2
(x1, x2)

(
x2

1 + x2
2

)
+ 2x2

∂g

∂x1
(x1, x2)+

+2x1
∂g

∂x2
(x1, x2)

)
+
(
∂g

∂x1
(x1, x2)

(
x2

1 + x2
2

)
+ 2x1g(x1, x2)

)(
∂g

∂x2
(x1, x2)

(
x2

1+

+x2
2

)
+ 2x2g(x1, x2)

))
e(x

2
1+x

2
2)g(x1,x2) − ∂2g

∂x1x2
(x1, x2)

∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

= − ∂2g

∂x1x2
(0, 0)⇒ ∂2g

∂x1x2
(0, 0) = 0 e 0 =

d2

dx2
2

(log(1 + x1x2g(x1, x2))−

arctan(x1x2) + e(x
2
1+x

2
2)g(x1,x2) − g(x1, x2))

∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

=
(1 + x1x2g(x1, x2))

(
2x1

∂g
∂x2

(x1, x2) + x1x2
∂2g
∂x2

2
(x1, x2)

)
(1 + x1x2g(x1, x2))2

−

−

(
x1x2

∂g
∂x2

(x1, x2) + x1g(x1, x2)
)2

(1 + x1x2g(x1, x2))2
+

2x3
1x2

(1 + x2
1x

2
2)2

+
((

∂g

∂x2
(x1, x2)

(
x2

1+

+x2
2

)
+ 2x2g(x1, x2)

)2
+
∂2g

∂x2
2

(x1, x2)
(
x2

1+

+x2
2

)
+ 2x2

∂g

∂x2
(x1, x2) + 2g(x1, x2) + 2x2

∂g

∂x2
(x1, x2)

)
e(x

2
1+x

2
2)g(x1,x2)−

−∂
2g

∂x2
2

(x1, x2)
∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

= 2− ∂2g

∂x2
2

(0, 0)⇒ ∂2g

∂x2
2

(0, 0) = 2⇒ g(x1, x2) =

= g(0, 0) + 〈∇g(0, 0), (x1, x2)〉+
〈Hg(0, 0)(x1, x2), (x1, x2)〉

2
+ o

(
x2

1+



+x2
2

)
= 1 + x2

1 + x2
2 + o

(
x2

1 + x2
2

)
.

2. F (x, y1, y2) =
(

x+ y2
1 + x+ y2

1

,
x+ y1

1 + x+ y2
2

)
.

(a) F è di classe C1 in un intorno dell’origine, inoltre F (0, 0, 0) = (0, 0) e

∂F

∂y
(0, 0, 0) =

∣∣∣∣∣∣
 −2y1(x+y2)

(1+x+y2
1)2

1
1+x+y2

1

1
1+x+y2

2

−2y2(x+y1)

(1+x+y2
2)2

∣∣∣∣∣∣
(x,y1,y2)=(0,0,0)

=
(

0 1
1 0

)

è invertibile (con T =
(
∂F

∂y

)−1

=
(

0 1
1 0

)
), dunque per il teorema

della funzione implicita ∃r, ρ > 0 e g ∈ C1(Br(0), Bρ((0, 0))) tale che
F (x, g1(x), g2(x)) ≡ 0 ∀x ∈ Br(0).

(b) Supponendo r ≤ 1
2

e ρ ≤ 1 abbiamo che ‖F (x, 0, 0)‖ =

√(
x

1 + x

)2

+
(

x

1 + x

)2

=

=
√

2
|x|
|1 + x|

≤ 3
2
|x|

1− 1
2

= 3|x| ≤ 3r, dunque per avere sup
x∈Br(0)

|F (x, 0, 0)| ≤

≤ ρ

4
=

ρ

4‖T‖∞
≤ ρ

2‖T‖
è sufficiente prendere r =

ρ

12
; inoltre, I2−

−T ∂F
∂y

(x, y1, y2) =
(

1 0
0 1

)
−
(

0 1
1 0

) −2y1(x+y2)

(1+x+y2
1)2

1
1+x+y2

1

1
1+x+y2

2

−2y2(x+y1)

(1+x+y2
2)2

 =

=

 x+y2
2

1+x+y2
2

2y2(x+y1)

(1+x+y2
2)2

2y1(x+y2)

(1+x+y2
1)2

x+y2
1

1+x+y2
1

, dunque poiché
∣∣∣∣ x+ y2

2

1 + x+ y2
2

∣∣∣∣ ≤
≤ |x|+ y2

1 + y2
2

1− 1
2

≤ 2r + 2ρ2 ≤ ρ

6
+ 2ρ =

13
6
ρ,

∣∣∣∣∣ 2y2(x+ y1)

(1 + x+ y2
2)2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2|y2|(|x|+ |y1|)

1− 1
2

≤ 4(2ρ(r + ρ)) = 16ρ2 + 16rρ =
52
3
ρ2 ≤ 52

3
ρ,∣∣∣∣∣ 2y1(x+ y2)

(1 + x+ y2
1)2

∣∣∣∣∣ ≤ 2|y1|(|x|+ |y2|)
1− 1

2

≤ 4(2ρ(r + ρ)) = 4ρ2 + 4rρ =

=
52
3
ρ2 ≤ 52

3
ρ e
∣∣∣∣ x+ y2

1

1 + x+ y2
2

∣∣∣∣ ≤ |x|+ y2
1 + y2

2

1− 1
2

≤ 2r + 2ρ2 ≤ ρ

6
+ 2ρ =

=
13
6
ρ, per avere sup

(x,y1,y2)∈Br(0)×Bρ(0,0)

∥∥∥∥I2 − T ∂F∂y (x, y1, y2)
∥∥∥∥ ≤

≤ 2 sup
(x,y1,y2)∈Br(0)×Bρ(0,0)

∥∥∥∥I2 − T ∂F∂y (x, y1, y2)
∥∥∥∥
∞

=
104
3
ρ ≤ 1

2
è suf-

ficiente prendere ρ =
3

208
, e di conseguenza r =

1
832

.

(c) Poichè
x+ g2(x)

1 + x+ g2
1(x)

≡ 0 ∀x ∈ Br(0), allora 0 =
d

dx

x+ g2(x)
1 + x+ g2

1(x)

∣∣∣∣
x=0

=

=
(1 + g′2(x))

(
1 + x+ g2

1(x)
)
− (x+ g2(x))(1 + 2g′1(x)g1(x))

(1 + x+ g2
1(x))2

∣∣∣∣∣
x=0

=

= 1 + g′2(0)⇒ g′2(0) = −1, perché g1(0) = 0 = g2(0), dunque g2(x) =
= g2(0) + g′2(0)x+ o(x) = −x+ o(x); analogamente, 0 =



=
d

dx

x+ g1(x)
1 + x+ g2

2(x)

∣∣∣∣
x=0

=
(1 + g′1(x))

(
1 + x+ g2

2(x)
)

(1 + x+ g2
2(x))2

−

− (x+ g1(x))(1 + 2g′2(x)g2(x))

(1 + x+ g2
2(x))2

∣∣∣∣∣
x=0

= 1 + g′1(0)⇒ g′1(0) = −1⇒

⇒ g1(x) = −x+ o(x).

3. (a) xn(k) =
cos
(

1√
n(k+1)

)
√
k + 1

`p→ x(k) =
1√
k + 1

∀p ≥ 1, perché ‖xn − x‖p ≤

≤ ‖xn − x‖1 =
∞∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− cos

(
1√

n(k+1)

)
√
k + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=0

1
2n(k+1)√
k + 1

=

=
1

2n

∞∑
k=0

1
(k + 1)

3
2

n→∞→ 0.

(b) xn(k) =
n∑
j=1

1

(2k + 1)j
=

1
2k + 1

n−1∑
j=0

1

(2k + 1)j
=

1
2k + 1

1−
(

1
2k+1

)n
1− 1

2k+1

=

=
1−

(
1

2k+1

)n
2k

`p→ x(k) =
1
2k
∀p ≥ 1, perché ‖xn − x‖p ≤ ‖xn − x‖1 =

=
∞∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣
1−

(
1

2k+1

)n+1

2k
− 1

2k

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=0

1
2k

(
1

2k + 1

)n+1

≤ 1
2n+1

∞∑
k=0

1
2k

=

=
1

2n+1

1
1− 1

2

=
1
2n

n→∞→ 0.

4. arctan
(

1 + sin
(x

2

))
= x: posta Φ(x) = arctan

(
1 + sin

(x
2

))
, si ha che

Φ
([
−π

2
,
π

2

])
⊂
[
−π

2
,
π

2

]
, e inoltre |Φ′(x)| =

∣∣∣∣∣∣ cos
(
x
2

)
2
(

1 +
(
1 + sin

(
x
2

))2)
∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
,

dunque |Φ(x)− Φ(y)| ≤ |x− y|
2

e quindi Φ è una contrazione in
[
−π

2
,
π

2

]
e pertanto, essendo

[
−π

2
,
π

2

]
un sottoinsieme chiuso di R, Φ ha un unico

punto fisso, cioè esiste un’unico valore x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
che risolve l’equazione

arctan
(

1 + sin
(x

2

))
= Φ(x) = x.

5.
{
x0 = a ≥ 1
xn = 1 + 1

xn−1+1
: posta Φ(x) = 1 +

1
x+ 1

, si ha che Φ([1,+∞)) ⊂

⊂ [1,+∞) e inoltre |Φ′(x)| =
∣∣∣∣− 1

(x+ 1)2

∣∣∣∣ ≤ 1
4

se x ≥ 1, dunque |Φ(x)−

−Φ(y)| ≤ |x− y|
4

∀x, y ∈ [1,+∞); quindi, essendo [1,+∞) un sottoin-

sieme chiuso di R, per il teorema delle contrazioni l’equazione x = Φ(x) ha
un’unica soluzione in [1,+∞) e la soluzione è data dal limite della succes-
sione xn = Φ(xn−1), per qualunque scelta di x0 ∈ [1,+∞); ciò equivale a



dire che il limite della successione di partenza è l’unica soluzione maggiore

di 1 dell’equazione x = 1 +
1

x+ 1
⇔ x2 + x = x+ 1 + 1⇔ x2 = 2, che è

proprio
√

2.


