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1. Calcolare tutte le determinazioni dei seguenti numeri complessi:
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2. Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze e discuterne il
comportamento sul bordo del disco di convergenza:
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3. Calcolare:
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4. Sia X = C1([−1, 1]) lo spazio delle funzioni di classe C1:

(a) Provare che ‖f‖ := sup
x∈[−1,1]

|f(x)| è una norma su X.

(b) Provare che T : X → R definita come T (f) = f ′(0) è un’applicazione lineare.

(c) Siano fn =
arctan(nx)

n
∈ X: mostrare che ‖fn‖

n→∞→ 0 ma |T (fn)| n→∞9 T (0) = 0.
Dedurne che in generale non tutte le applicazioni lineari sono continue.

5. Sia X lo spazio delle successioni reali:

(a) Provare che ∀x ∈ X, p ≥ 1 si ha che ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p, dedurne che `p ⊂ `∞ ∀p ≥ 1.

(b) Provare che l’inclusione precedente è stretta, ovvero trovare x ∈ `∞\
⋃
p≥1

`p.

(c) Provare che ∀x ∈ X, p ≥ q ≥ 1 si ha che ‖x‖p ≤ ‖x‖q e dedurne che `q ⊂ `p ∀p ≥ q ≥ 1.
(d) Provare che l’inclusione precedente è stretta, cioè fissato q ≥ 1 trovare x ∈ X tale

che x ∈
⋂
p>q

`p\`q.

(e) Sia c0 = {x ∈ `∞|xn
n→∞→ 0}. Provare che `p ⊂ c0 ∀p ≥ 1 e che tale inclusione è

stretta, ovvero trovare x ∈ X tale che x ∈ c0\
⋃
p≥1

`p.

6. Sia X = C([0, 1], R) lo spazio delle funzioni continue dotato della norma ‖ · ‖∞. Provare

che Φ : X → X definita come Φ(f)(x) =
∫ 1

0

ye−xyf(y)dy è una contrazione in X.


