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1. (a) fn(x) =
1

nx2 + 1
n→∞→

{
0 se x 6= 0
1 se x = 0 , e dunque la convergenza non

può essere uniforme, perché le fn sono funzioni continue su tutto
R mentre la funzione limite non lo è. Tuttavia, la convergenza è
uniforme in ogni insieme del tipo (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) ∀δ > 0, perché

sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

|fn(x)| ≤ sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

1
nx2

=
1
nδ2

n→∞→ 0.

(b) fn(x) =
1
n
χ[n,n+ 1

n ]
n→∞

0 ∀x ∈ R, e la convergenza è uniforme perché

sup
x∈R
|fn(x)| ≤ 1

n

n→∞→ 0.

(c) fn(x) =
x

x2 + n2

n→∞→ 0 ∀x ∈ R; per stabilire se la convergenza è uni-

forme calcoliamo sup
x∈R
|fn(x)|, che per la disparità delle fn sarà uguale

a sup
x∈[0,+∞)

|fn(x)| = sup
x∈[0,+∞)

fn(x), ma essendo fn(0) = 0 = lim
x→+∞

fn(x)

questo sup sarà raggiunto in un punto stazionario di fn: f ′n(x) =

=
n2 − x2

(x2 + n2)2
= 0⇔ x = ±n, dunque sup

x∈R
|fn(x)| = fn(n) =

1
2n

n→∞→ 0,

dunque la convergenza è uniforme su tutto R.

(d) fn(x) =
{

sin(nx)
nx se x 6= 0

1 se x = 0
n→∞→

{
0 se x 6= 0
1 se x = 0 e dunque la con-

vergenza non può essere uniforme, perché le fn sono continue su tutto

R (perché
sin(nx)
nx

x→0→ 1 mentre la funzione limite non è continua;

tuttavia, la convergenza è uniforme su (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) ∀δ > 0,

perché sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

|fn(x)| ≤ sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

1
n|x|

=
1
nδ

n→∞→ 0.

(e) fn(x) = cosn x n→∞→
{

0 se x /∈ πZ
1 se x ∈ 2πZ : essendo le fn periodiche, per

studiare la convergenza uniforme ci si può restringere all’intervallo
[0, 2π]: sicuramente la convergenza non è uniforme su tutto l’intervallo,
perché non c’è convergenza puntuale in x = π e la funzione limite è
discontinua a differenza delle fn, ma lo è in [δ, π − δ] ∪ [π + δ, 2π − δ]
∀δ > 0, perché sup

x∈[δ,π−δ]∪[π+δ,2π−δ]
|fn(x)| = cosn δ n→∞→ 0.

(f) fn(x) =
sin
(
n2x2

)
n2x2 + 1

n→∞→ 0 ∀x ∈ R, ma la convergenza non è uniforme



su tutto R, perché sup
x∈R
|fn(x)| ≥

∣∣∣∣fn( 1
n

)∣∣∣∣ =
sin 1

2
n→∞9 0, tuttavia,

c’è convergenza uniforme su (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) ∀δ > 0, perché

sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

|fn(x)| ≤ sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

1
n2x2 + 1

=
1

n2δ2 + 1
n→∞→ 0.

2. (a)
∞∑
n=1

e−nx
2

è una serie geometrica di ragione e−x
2

e dunque converge

⇔ e−x
2
< 1, cioè ∀x 6= 0; la convergenza non è uniforme (e dunque

neanche totale) perché non c’è convergenza puntuale sul bordo del do-
minio, ma è totale (e dunque uniforme) su (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) ∀δ > 0,

perché
∞∑
n=1

sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

|e−nx
2
| =

∞∑
n=1

e−nδ
2
< +∞.

(b)
∞∑
n=1

arctan(nx)
x2 + n2

converge totalmente su tutto R, e dunque puntual-

mente e uniformemente, perché
∞∑
n=1

sup
x∈R

∣∣∣∣arctan(nx)
x2 + n2

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

π
2

n2
< +∞.

(c)
∞∑
n=1

x

n2x2 + 1
converge puntualmente su tutto R, perché per x = 0 è

una somma di zeri e per x 6= 0 ha lo stesso andamento di
∞∑
n=0

1
n2

, ma

la convergenza non è totale perché
∞∑
n=1

sup
x∈R

∣∣∣∣ x

n2x2 + 1

∣∣∣∣ ≥ ∞∑
n=1

1
n

n2
(

1
n

)2 + 1
=

=
∞∑
n=1

1
2n

= +∞; la convergenza non è neanche uniforme perché la

successione delle somme parziali non è Cauchy-uniforme: infatti,

sup
x∈R

∣∣∣∣∣
2N∑
n=N

x

n2x2 + 1

∣∣∣∣∣ ≥
2N∑
n=N

1
2N

n2
(

1
2N

)2 + 1
≥

2N∑
n=N

1
2N

(2N)2
(

1
2N

)2 + 1
=

=
2N∑
n=N

1
4N

=
1
2
N→∞9 0. Tuttavia, c’è convergenza totale e uniforme

in (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) ∀δ > 0, perché
∞∑
n=1

sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

∣∣∣∣ x

n2x2 + 1

∣∣∣∣ ≤
≤
∞∑
n=1

sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

∣∣∣ x

n2x2

∣∣∣ =
∞∑
n=1

1
n2δ

< +∞.

(d)
∞∑
n=1

xlogn+log(logn) =
∞∑
n=1

elog(x
log n+log(log n)) =

∞∑
n=1

e(logn+log(logn)) log x =

=
∞∑
n=1

(
elog(n logn)

)log x

=
∞∑
n=1

(n log n)log x, dunque converge⇔ log x <

< −1⇔ x ∈
(

0,
1
e

)
, perché per il criterio di condensazione di Cauchy



la serie ha lo stesso andamento di
∞∑
n=1

2n(2n log(2n))log x =

= log 2log x
∞∑
n=1

nlog x2n(1+log x); la convergenza non è uniforme (né to-

tale) perché la serie non converge per x =
1
e

, ma è totale in
(

0,
1
e
− δ
]

perché
∞∑
n=1

sup
x∈(0, 1e−δ]

∣∣(n log n)log x
∣∣ =

∞∑
n=1

(n log n)log(
1
e−δ) < +∞

3. (a) lim
n→∞

e−
x2
n

1 + x2

n→∞→ 1
1 + x2

∀x ∈ R, e la convergenza è uniforme in [−1, 1]

perché sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣e−
x2
n − 1

1 + x2

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣e− x2
n − 1

∣∣∣ = 1− e− 1
n
n→∞→ 0, e

dunque essendo l’intervallo di integrazione limitato è possibile scam-

biare limite e integrale: lim
n→∞

∫ 1

−1

e−
x2
n

1 + x2
dx =

∫ 1

−1

lim
n→∞

e−
x2
n

1 + x2
dx =

=
∫ 1

−1

dx

1 + x2
= [arctanx]1−1 =

π

2
.

(b) lim
n→∞

nx2e−nx
2

1 + nx2
= 0 ∀x ∈ R, e inoltre

∣∣∣∣∣nx2e−nx
2

1 + nx2

∣∣∣∣∣ ≤ e−nx2
≤ e−x

2
che

è integrabile e dunque c’è equidominatezza; inoltre, la convergenza è

uniforme in [−b,−a] ∪ [a, b] ∀b > a > 0, perché sup
x∈[−b,−a]∪[a,b]

∣∣∣∣∣nx2e−nx
2

1 + nx2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup
x∈[−b,−a]∪[a,b]

∣∣∣e−nx2
∣∣∣ = e−na

2 n→∞→ 0, dunque è possibile scambiare

limite e integrale su [0,+∞) e su (−∞, 0], e quindi lim
n→∞

∫ +∞

−∞

nx2e−nx
2

1 + nx2
dx =

= lim
n→∞

∫ +∞

0

nx2e−nx
2

1 + nx2
dx+ lim

n→∞

∫ 0

−∞

nx2e−nx
2

1 + nx2
dx =

∫ +∞

0

lim
n→∞

nx2e−nx
2

1 + nx2
dx+

+
∫ 0

−∞
lim
n→∞

nx2e−nx
2

1 + nx2
dx =

∫ +∞

0

0dx+
∫ 0

−∞
0dx = 0.

(c)
∞∑
n=1

sin2(πnx)
n2 + n

converge totalmente (e quindi uniformemente) in [0, 1],

perché
∞∑
n=1

sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣ sin2(πnx)
n2 + n

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

1
n2 + n

< +∞, dunque essendo

l’intervallo di integrazione limitato è possibile scambiare serie e inte-

grale:
∫ 1

0

∞∑
n=1

sin2(πnx)
n2 + n

dx =
∞∑
n=1

∫ 1

0

sin2(πnx)
n2 + n

dx =

=
∞∑
n=1

1
n2 + n

∫ 1

0

1− cos(2πnx)
2

dx =
∞∑
n=1

1
n2 + n

[
x

2
− sin(2πnx)

4πn

]1
0

=

=
1
2

∞∑
n=1

1
n2 + n

=
1
2

∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ 1

)
=

1
2

(
1− lim

n→∞

1
n+ 1

)
=

1
2

.



(d)
∞∑
n=1

log n
2nnx

converge totalmente in [0,+∞) perché
∞∑
n=1

sup
x∈R

∣∣∣∣ log n
2nnx

∣∣∣∣ ≤
≤
∞∑
n=1

log n
2n

< +∞, dunque essendo la serie a termini positivi è possi-

bile scambiare serie e integrale:
∫ +∞

0

∞∑
n=1

log n
2nnx

dx =
∞∑
n=1

∫ +∞

0

log n
2nnx

dx =

=
∞∑
n=1

log n
2n

∫ +∞

0

e−x logndx =
∞∑
n=1

log n
2n

[
− 1

log n
e−x logn

]+∞
0

=

=
∞∑
n=1

log n
2n

1
log n

=
∞∑
n=0

1
2n
− 1 =

1
1− 1

2

− 1 = 1.

4. fn(x) = xe−2n2x2 n→∞→ 0 ∀x ∈ R; per stabilire se la convergenza è uni-
forme calcoliamo sup

x∈R
|fn(x)|, che per la disparità di f sarà uguale a

sup
x∈[0,+∞)

|fn(x)| = sup
x∈[0,+∞)

fn(x); inoltre, essendo fn(0) = 0 = lim
x→∞

fn(x),

verrà raggiunto in un punto in cui f ′n si annulla: f ′n =
(
1− 4x2n2

)
e−2n2x2

=

= 0⇔ x = ± 1
2n

, dunque sup
x∈R
|fn(x)| = fn

(
1

2n

)
=

1
2
√
en

n→∞→ 0 e cioè

fn → 0 uniformemente. Per quanto riguarda invece f ′n, ho che f ′n(x) =

=
(
1− 4x2n2

)
e−2n2x2 n→∞→

{
0 se x 6= 0
1 se x = 0 , e dunque non può converg-

ere uniformemente perché passando al limite ho perso la continuità; di

conseguenza ho che
(

lim
n→∞

fn(x)
)′

= (0)′ = 0, e quindi l’uguaglianza vale

∀x ∈ R\{0}

5.
∞∑
n=1

∫ nx
0

e−t
2
dt

n2
converge totalmente, perché

∞∑
n=1

sup
x∈R

∣∣∣∣∣
∫ nx
0

e−t
2
dt

n2

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

√
π

2

n2
<

< +∞, dunque c’è anche convergenza uniforme e convergenza puntuale in
ogni x ∈ R, cioè la funzione è ben definita; inoltre, essendo SN (x) =

=
N∑
n=1

∫ nx
0

e−t
2
dt

n2
una successione di funzioni continue (somme finite di

funzioni continue), grazie alla convergenza uniforme ho che la continuità
è mantenuta passando al lim

N→∞
, e cioè anche f è continua. Per quanto

riguarda la derivabilità, ho che la serie delle derivate
∞∑
n=1

e−n
2x2

n
converge

totalmente su (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) ∀δ > 0, perché
∞∑
n=1

sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

∣∣∣∣∣e−n
2x2

n

∣∣∣∣∣ =

=
∞∑
n=1

e−n
2δ2

n
<∞; dunque, f è derivabile in (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) ∀δ > 0 e

quindi anche in (−∞, 0) ∪ (0,+∞; in x = 0 invece non è possibile applicare
il teorema di derivazione per serie di funzioni perchè la serie delle derivate

non converge (è la serie armonica
∞∑
n=1

1
n

), e infatti la funzione non è deriv-



abile perché f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)
x− 0

= lim
x→0

f(x)
x

= lim
x→0

∞∑
n=1

∫ nx
0

e−t
2
dt

n2x
≥

≥ lim
x→0

N∑
n=1

∫ nx
0

e−t
2
dt

n2x
=

N∑
n=1

lim
x→0

∫ nx
0

e−t
2
dt

n2x
=

N∑
n=1

lim
x→0

ne−n
2x2

n2
=

N∑
n=1

1
n
≥

≥M ∀M > 0 e quindi f ′(0) = +∞, cioè f non è derivabile in 0.


