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1. (a) flz,y) =2t +y* — 222 — 2% — 22%9°: Vf(z,y) = (4x3 — 4z — day?,
49 — 4y — 4x2y) si annulla se e solo se 4x (a?Q . 1) =0=4y (y2—
z® — 1), dunque in (0,0), (£1,0) e (0,£1). Essendo Hy(z,y) =

2 2 _ _
_ ( 12 _giyy 4 Loy _823;/2 .y >, abbiamo che H;(0,0) =

= ( —4 _04 ) e quindi (0,0) & un punto di massimo locale, men-

0
tre Hy(£1,0) = ( g PS ) e Hf(0,£1) = ( _08 (8) ), dunque gli

altri quattro punti sono tutti di sella.

(b) flz,y) = (x+y)*(y —2): Vf(z,y) = 2z +y)(y —2), (x +y)(z+
+3y — 4)) si annulla in tutti e soli i punti della forma (z, —x) Va € R.
Studiando il segno della funzione ricaviamo che f(z, —z) = 0V € R,
e che se x < —2 intorno a (z,—=z) la funzione ha segno positivo,
dunque i punti stazionari in cui < —2 sono di massimo; analoga-
mente, se x > —2 la funzione assume valori negativi intorno a (x, —z)
e pertanto questi sono tutti punti di minimo; infine, il punto (-2, 2)
¢ una sella perche in qualsiasi suo intorno la funzione cambia segno.

(©) flx,y,2) =2 +y* + 22 —a®y® Vf(z,y,2) = (2x — 22y, 2y — 227y, 2z)
si annulla in (0,0,0), (£1,1,0) e (£1,—1,0). La matrice Hessiana &

2-292 —dxzy O

Hy(z,y,2) = —4zy  2—22% 0 |, dunque H(0,0,0) =
0 0 2
2 0 0
=| 0 2 0 | e definita positiva e quindi ’origine & un massimo,
0 0 2
0 -4 0
mentre Hp(£1,£1,0) = | —4 2 0 | haperautovalori2e+4e
0 0 2
quindi i punti (1,1,0) e (=1, —1,0) sono selle; infine Hy(+1,F1,0) =
0 4 0
=11 4 2 0 | ha anch’essa per autovalori 2 e +4 e dunque anche
0 0 2

questi due punti sono di sella.
1 Ny .
(d) flz,y) :/ ) gt fissato t € R, la funzione e H7)E & g
0

classe C'!, dunque essendo I'intervallo di integrazione limitato ho che



1 1
Vf(z,y) = (/ 2xt26(m2+3’2)t2dt,/ 2yt26(x2+y2)t2dt>; pertanto, es-

0 0

1
sendo / 2e(@+07) g1 5 Y(z,y) € R?, P'unico punto stazionario &
0

1 1

Porigine. Inoltre, essendo f(z,y) :/ (@ +9°)% gy > / ldt=1=
0 0

= £(0,0), il punto (0,0) & di minimo.

. . . 2
2. Notiamo innanzi tutto che A = {(Jc,y) eR?:y2 < (xQ — 1) }, dunque
la funzione e sempre positiva all’interno dell’insieme e nulla sul bordo,
dunque H}L}H f = floa = 0; inoltre, essendo f continua e A compatto, la

funzione ammette sicuramente massimo su questo insieme, ma per quanto
detto in precedenza il massimo sara raggiunto all’interno di A, e dunque
in un punto stazionario. Vf(z,y) = (42" —4z,2y) si annulla in (0,0)
e (£1,0), ma l'unico di questi tre punti che si trova all'interno di A &
lorigine, quindi mjxf = f(0,0) = 1.

8. (a) flayy) = e V(@) = (206770, e 7Y) Hy(o,y) =
= ( (42 2—'_2:5)2_2 o _2ieiy_y ) dunque f(z,y) = f(0,0)+
—zXe

+<Vf(0,0),(x,y)> <($y Hf 70) T,y ) (x +y)
— 14 {(0.-1). >>+2<<xy> (5 1) @n)ro+v)-

___2£ 2 2
=1-y x+2+o(x+y).

1 1
(b) f(z,y) = arctan(xz +y): Vf(z,y) = ((x TRl Gy e 1>7
2(z+y) 2(z+y)

T 2 xr 2
Hi(z,y) = ( <<2Tglz)l> «;gg)l) ) dunque V£(0,0) = (1,1) e
(@+)+D)7  (@+y)+1)°

0 0
0 0

H(0,0) = , € quindi f(a:,y):z+y+o(w2+y2).

Y

4. (a) Posta G(y,z) = / sin (2%) dz e y(t) = (t*,¢*), abbiamo che f(t) =
= G(v(t)), dunqué 1'(t) = (VG(7(t)),7(t)), ma per il teorema fonda-
mentale del calcolo integrale abbiamo che VG(y, z) = (sin (yZ) , —sin (22) ),
dunque f'(t) = {((sin (¢*) , —sin (%)) , (4¢°,2¢t)) = 4¢>sin (t*) — 2t sin (¢%).
Y 2
(b) Posta G(y, z,w) = / e " “drev(t) = (t°,¢,£*), abbiamo che f(t) =

2

= G3(1), dunque F'(1) = (VG(1), 4(0): inoltre, =% = g2+
Y 2
/ —zle TV g| <

esiste per ogni w fissato, e per w € [wy — &, wg + ¢] ho che
o0 2
< / a2e @ (wol+9) gy < 400, dunque posso derivare sotto il segno
— 00




y
di integrale e quindi VG(y, z,w) = (ewa, —ezzw,/ —xze’”z“’dx);

z

t3
pertanto, f(t) = < <et8, —et4,/ e_t2””2dx> (32,1, 2t)> = 312" —
t

t3
—et’ —|—2t/ et d.
t

+oo —tx _ —x
5. f(t):/ € "° i
0

T

+o0 em(l—t) -1
(a) Notiamo innanzi tutto che f(t) = e ¥*————dx, dunque
x

0

I'integranda non ha un asintoto nell’origine per nessun valore di ¢, in
z(1—t)

e -1

¥ =1 —t, quindi la convergenza dell’integrale

quanto lilrb e~
T— x
dipendera solamente dal comportamento all’infinito dell’integranda:
sicuramente per ¢t < 0 la funzione non ¢ definita perché
—tx —x
. € —€ . .
lim ————dz = +o00, se t > 0 l'integrale converge perché ha
r— 400 e

+oo
lo stesso comportamento di / e dx e in t = 0 I'integrale
0

teo ] e oo dy
/ ——dx si comporta come / — e dunque diverge; quindi,
0 x 0 X

I'insieme di definizione di f & (0, +00).
(b) Innanzi tutto, f & continua perché se t € [1,+00), allora |f(t)] <

+oo
Sw/
0 X

puo applicare il teorema di continuita sotto integrale. Inoltre,
) e—ta: —_e %
R

—+o0
/ —e dx
0

+oo —tg 7t
1
f'(t) =/ —e "dr = [et } =5
0 0

e—T$ _ e—$
dr < 400 e dunque c’e equidominatezza e si

= —e ' e quindi per t € [1,+00) abbiamo che

+oo
< / |e_m‘ dr < +oo, quindi la funzione & C! e
0

(c) f(t)—fQ1) = /1 fl(s)ds = /1 —% = —logt, ma essendo f(1) =

—+o0
= / 0dx = 0, ho che f(t) = —logt.
0



