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1.

(a) f(z,y) = a* — 222 —y* + 29 Vf(z,y) = (4x3 —dx, 4y — 4y3) si an-

nulla se e solo se x =0V +1 e y =0V x1, dunque abbiamo nove
o . L 1222 — 4 0

punti critici. La matrice Hessiana ¢ Hy(x,y) = 0 41— 122
0 4

ha due autovalori di segno discorde; analogamente, sono selle anche i

quattro punti (1,1), (1,-1), (=1,1) e (—1,—1), perché H;(£1,1) =

8 0
= Hi(E-D)=( 5 g

dunque Dorigine & un punto di sella perché H;(0,0) = < —4 0 )

. (1,0) e (—1,0) sono invece due punti di

minimo locale, perché Hy(£1,0) = 80 ) ¢ strettamente definita

0 4

)

positiva, mentre (0, 1) e (0, —1) sono punti di massimo perché H;(0,£1) =

= ( _04 —08 ) ha entrambi gli autovalori negativi.

flz,y) =y (x2 + 92— 1): Vi(x,y) = (y (ac2 + 92— 1) + 222y, (a:2+

Y — 1) + 2xy2) = (y (3x2 + 9% — 1) , T (:E2 + 3% — 1)) si annulla in
(0,0), quando y = 0 = 2 + 3y* — 1 (cioé in (£2,0)), quando z = 0 =

=32% 4+ % — 1 (cioéin (0, £2)), e quando 22 + 3y? — 1 = 0 = 322 + 3>

., 11 1 1 61
—1 =0 (cioé in (i27 2) e (127 —2>). Hy(z,y) = ( 322 + 332 _1
quindi I'origine, (£2,0) e (0, +2) sono punti di sella perché H¢(0,0) =
0 -1 0 23
= ( 1 0 ) e Hy(£2,0) = Hp(0,£2) = < 23 0 ) hanno de-

1 1
terminante negativo. I punti (iTi) sono di minimo relativo

2
1 1
hé He [ =, &= | =
perché f( 57 2) (

MBS NI[Y
DO |G | =

ha determinante e traccia posi-

1 1 1
tiva, mentre (iQ, $) sono di massimo relativo in quanto Hy (i, $§

2 2

DO

3
= ( 12 : ) ha traccia negativa e determinante positivo.
2

2
f(z,y) = 2> = 3zy®: Vf(z,y) = (3;102 — 312, —ny) si annulla solo in
fgy _Giy ) ¢ identica-
mente nulla nell’origine, quindi non ci da informazioni: tuttavia,
studiando il segno della funzione notiamo che f(0,0) =0 e in ogni

(0,0): la matrice Hessiana H¢(z,y) =

3z2 +3y? -1

1
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3. (a)

intorno dell’origine ci sono sia punti in cui la funzione assume valori

1 1
positivi (ad esempio, f <, 0 ) = —) sia punti in cui assume valori
n n
.. . 11 2 s R
negativi (ad esempio, f [ —, — | = 7—3), e dunque ’origine non puo
nn n

essere né un punto di massimo né di minimo relativo.

3

flz,y) =2* —23siny: Vf(z,y) = (4953 — 322 siny, —2° cos y) si an-

nulla in tuttiipuntiincuiz = 0einquelliin cuicosy =0ex = 1 siny,
. . . 3w 33
ovvero nei punti del tipo | —, = +2k7w | e T §7r2k:7r CHy(z,y) =

4’2
2 : _ 9.2 3
_( 12z° —6xsiny —3x°cosy 4,72T+2k7r> e

322 cos y 2 siny ) , dunque i punti (

33 3
-7 §7r + 2k7r) sono dei minimi perché Hy T

9
= Hy (—Z,gﬂ'—l—Zlm) = ( g 2 >,mentrer(0,y) = ( 8 8 )
non ci da informazioni. Tuttavia, studiando il segno della funzione
notiamo che intorno a ogni punto dell’asse y ci sono sia punti in cui
la funzione & positiva sia punti in cui & negativa, dunque sono tutti
punti di sella.

fz,y, z) = sin(zyz): Vf(z,y) = (yzcos(xyz), vz cos(xyz), vy cos(xyz))
si annulla in tutti i punti in cui due delle tre coordinate sono nulle

g+2k:7r =

e in quelli in cui zyz = 5 + km: i punti del primo tipo sono tutti di

sella perché intorno ad ogni punto per cui zyz = 0 ci sono punti in

cui zyz > 0 (e dunque sin(zyz) > 0) e altri in cui in cui zyz > 0 (e

dunque sin(zyz) > 0); i punti in cui zyz = 5 + 2k7 sono tutti di mas-
7r

simo assoluto, perché sin (5 + 2k7r> = 1> sin(zyz) Y(z,y,2) € R3,

e dunque in particolare sono di minimo relativo; analogamente, i

punti dove xyz = =7 + 2k7 sono di minimo relativo perché sin(zyz) >
3
> —1 =sin <27T—|—2/€7T>.

f(z,y) = 2* — 222 + y*: sicuramente sup f = 400, perché f(0,y) =

]R2
=2 V3% foo; inoltre, flz,y) =2t — 222 +1+4y2 — 1= (2* — 1)2 +
+y* = 1> —le f(+1,0) = -1, dunque inf f = min f = 1.

1

flz,y) = W: sicuramente iﬂ&ff =0, perché f(x,y) =
1 1 xr——400 .

= > 0V(z,y) € R ,0) = 0; in-

e+ (y+1)2+1 (:9) cf@0 = - Kin

oltre, f(xv y) =

:nﬁ%xle.

AECTAR (z,y) # (0,0)
flz,y) =4 #*+v° ’ ’ ¢ continua nell’origine perché
0 se (z,y) = (0,0

<1le f(0,-1) =—1,dunquesup f =
P f(0,-1) q Wpf
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El w2l (= +¢?) N lyl (2 +¢°) _

x? +y? x2+y x? + y? x2 + o2
= |z| + |y| @92309 0 Ioltre ha entrambe le derivate perché 8f (0,0) =
= }1LLH10 - = ’ILIE)I%) 5= 1 e analogamente By (0,0) = 1;

ha anche le derivate direzionali perché lirgl+
t—
oy PPAER B4R
o0+ t(t2h2 +12k2) A2 4+ k2
f(ha k) — f(07 0) B <Vf(070), (h7 k)) _ h? + K — (h + k) (h2 + k2)
Vh? + k2 (h2 + k2) VA2 + k2
223 40 1

e T
222+/2|z| V2

2 se (x,y,2 0,0
(b) f(z,y,2) =14 Vz*ty?+z? (z.9,2) # (0,0) ha derivate parziali
0 e (z,y,2) = (0,0)
tutte e tre nulle perché & nulla lungo gli assi, inoltre e differen-
ziabile (e dunque continua e derivabile in ogni direzione) perché

f(ha kaj) - f(0,0,0) B <Vf(0,0,0), (hakaj»
i ikl VR P ERVR AR 42
(h /c,])—>(o 0,0) h2 + k2 + 72 7 (hk.5)—(0,0,0) h? 4 k2 + 52

= |h| =
T bk, ])ﬂ(o 0,0)

t

ma non e differenziabile perché

non

va a 0, in quanto se h = k vale

(h,k,5)—(0,0,0)

(Esy
4. f(x,y) = { (ﬂ)ﬂ"’+y4 E ; 7 EO O; : essendo la funzione nulla lungo gli
z,y) =

) 0
assi cartesiani, si avra a—i(0,0) 0= 8£ (0,0), mentre nei punti diversi
3220 (22 _9 3 (42 44 — Ayt
dall’originesihaﬁ(x,y) =2 y (@ +y) — 20y 8f( JY) = (o +y) 3 Ty
oz (22 + y)? dy (22 +y*)
0 32y (22 + 2
che sono entrambe continue nell’origine, perché f(a:,y)’ _ |2y (cz: i ) 'y <
O (22 + )
3:1:2\y| (2% +y*) 224y 3|y\ (2% 4+ y*) (x2 +y*) N 2ly| (z2 +y ) _
(2 + y*)° (@2 +y4)* (22 + y*)° (@2 +y*)?
ey @)= 00) | Of _ |2 @+ yt) ety fef (2% + ¢
=5l “V= 0 [P (a,y)| = ) !
% (22 +y%) (2 +y*)”
4 |y|* _ 2| (#% + y*) (2% + y*) N 4 (z? +y) || (2% + y?) 5l (2:0)=(0.0)
(@2 +y)* (2 +y*)” (2% +y*)” ’
dunque,
f € CY(R?R).
Mostriamo ora che f non & di classe C? su tutto R?: se per assurdo lo
0 0 00
fosse, per il lemma di Schwartz dovrebbe essere %8—‘;(@ y) = a—ya—i(x, y)
0 of

Y(z,y) € R?, e quindi in particolare anche nell’origine; invece,



5(y,0) - 50,0 9 of 8L(0,2) = 5L(0,0)

=0 ; = Oma 505, (0 = liny p =
= lm b

0
5. Per la regola di derivazione di funzioni composte, —f(:r, y) =

= % = \/%Tyz = cosf e = arctan (%) = % = i’_y2 _ 78129
dunque %(z,y) = cos 0%};(/) cosf, psinf) — %%(p cos @, psinf). Analoga-
mente, essendo % = J%Tyz =sinfe % = IQLW — #7 si ha che

O ooy = { (2L ing). 2 . ap 0\\ _
8y(m,y) = <(ap(pc050,psm9), ae(pcosﬂ,psm@)) , <8y’8y =

cosf Of .
@(pcosﬁ,psmg).

= sin@a—p(pcos 0, psinf) +



